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NÜMERİK ANALİZ 


ÖNSÖZ 


Son yirmi yılda bilgisayarlar da gözlenen hızlı teknolojik gelişme bunların bütün alanlara 
aynı hızla yayılmasına neden olmuştur. Gelişmiş ülkelerde mühendisliğin bütün alanlarında hem 
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NÜMERİK ANALİZ 


Bölüm 1 


SONLU FARKLAR İLE HESAPLAR 


Türev ve diferansiyel hesaplar bir bilgisayar programı aracılığı ile yapılmak istendiğinde bunlar 
konvansiyonel matematiksel hesaplar ile yapılamamaktadır. Yani, bir integrali veya türevi anal- 
itik olarak hesaplayamayız. İşlemlerimizi bilgisayarın yapabileceği hesaplamalar cinsinden ifade 
etmemiz lazımdır. Bu hesaplamalar ve teknikler nümerik analizin kapsamını oluşturmaktadır. Bu 
nedenle nümerik analizde sıkça kullanılan sonlu fark formüllerine öncelikle değineceğiz. 


1.1 İLERİ VE GERİ FARK FORMÜLLERİ 


Analitik olan bir /(2) fonksiyonunu 2'in civarında Taylor serisine açarsak; yani, 


1k) Ha) 4) Aİ Aİle) 4... (Lı) 
ve Denklem (1.1) den /'(z) terimini çekecek olursak, 
(a) TEAM) pay plaj... (12) 


bulunur. Burada O(4) notasyonunu kullanırsak ki bu notasyonun anlamı yapılan işlemdeki hata h 
ile orantılıdır (Kh, K # 0). Genellikle hata metrebesi O(h) tır da denir. Bu tanımın yardımıyla 


a) İE* 7 İ) şo) (13) 


şeklinde de gösterilebilir. Burada dikkat edilecek nokta, Denklem (1.2) de Taylor serisindeki diğer 
terimlerin ihmal edilmesidir. 'Türevde hatayı kontrol eden kısım (yani, dominat hata terimi) 
—-h/"(2)/2 olup bu hata h'ın değiştirilmesiyle kontrol edilebilir. Diğer bir deyişle /”(2)/2 ter- 
imi sabittir ve hata sadece /'ın değişimine bağlıdır: 4 ne kadar küçük seçilirse hata da o kadar 
küçük olacak ve sonuçta türev de o derecede hassas hesaplanacaktır. Burada yapılan hataya Kesme 
Hatası (Truncation Error) denir. Bu deyim Taylor serisinin belirli bir noktada kesilmesinden ve 
yüksek dereceden mertebeli terimlerinin ihmal edilmesinden ötürüdür. 


Şimdi kolaylık sağlaması bakımından yeni bir indisli gösterimi benimseyelim. 


7 
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j (z *t h) — İı 
(sh 
Bu yeni gösterimle birinci dereceden türev aşağıdaki şekilde yazılabilir. 


> İh on) (14) 
Bu türev formülüne ileri fark formülü denir, çünkü fonksiyonun türevi hesaplanacak noktanın ve h 


kadar ilerisindeki fonksiyon değerleri kullanılmaktadır. Formülasyonda daha da kolaylık sağlamak 
için ileri fark operatörü adı verilen ve aşağıdaki şekilde tanımlanan operatör verilmektedir. 


AhkE fı hi 
Operatörün kullanımıyla // için elde edilen ifade, 


ni Si son) (16) 


şeklinde basitçe gösterilebilir. Aynı şekilde /(z) fonksiyonunu (z — 4)'ta Taylor serisine açacak 
olursak, 


Hah) He) -h/'le) 4 İla) - İle) 4... (16) 
ve Denklem (1.6) dan /”(2z) terimini çekersek, 
fifa) AE) na Emeğe... (17) 
veya 
Pa) > 10-1) sony (1.8) 


ya da indisli gösterim ile, 


fiz hen 4 Ofk) (1.9) 


türev ifadesi bulunur. Bu türev formülüne de geri fark formülü denir. Aynı şekilde bu isim- 
lendirme fonksiyonun türevi alınacak noktanın ve 4 kadar gerisindeki fonksiyon değerlerinin kul- 
lanılmasından kaynaklanmaktadır. 


Benzer şekilde geri fark operatörü aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır. 


VhEh-fi-ı 
Dolayısiyle, // için elde edilen ifade, 


im ze tOlk) (1.10) 


1.1. İLERİ VE GERİ FARK FORMÜLLERİ 9 


şeklinde de yazılabilir. 

Şu ana kadar sadece birinci dereceden fonksiyon türevleri için fark formüllerini türettik. /(2) 
fonksiyonunun ikinci dereceden türevi için fark formülünün türetilmesinde yine Taylor serisinden 
faydalanacağız. /(z)'in (z 4 h)taki Taylor serisini yazalım. 

NN < 
(e th) /(2) *h/(2) * 1") * EE ()t... (1.11) 
Ayrıca Taylor serisini (z * 24) için açarsak, 


Hee 2h) — (a) 4 207'e) Gİ pla) fa) 4... (112) 
elde ederiz. 
Denklem (1.11)'i 2 ile çarpıp, Denklem (1.12)'den çıkartacak olursak /'(z)'lü terim yok olur ve 


/"(z) terim buradan çekilir. 
pia) ELM) EE) ayla... (113) 
veya indisli gösterimle, 


ji he olm th 4 Ofk) (114) 


Böylece /” için hata mertebesi O(4) olan bir ileri fark formülü bulmuş olduk. Gösterimde ba- 
sitleştirme için bir noktaya dikkat edilmelidir. Denklem (1.14)'ün pay kısmı ile ileri fark operatörü 
arasında bir ilişki vardır, ve bu ilişki aşağıdaki şekilde verilmektedir. 


fa Ii KEM 
Bu ilişkinin varlığını operatörler yardımıyla şöyle gösterebiliriz. 


Af A(Afi) < Alfişı — fi) Afişi — Afi 


veya 
Mh (2 fi) (fişi fi) 2 fişe -2işı th 


Bu ispattan hareketle ikinci dereceden türev için mertebesi O(h) olan formülün basit gösterimi 


A 2 LU) (1.15) 


olmaktadır ve daha yüksek dereceden türevler için ileri veya geri fark formüllerinin türetilmesinde 
aşağıdaki rekürans bağıntılarını kullanabiliriz. 


Af; - A(4*-14) 
Vw hVV 4) 
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Bu bağıntıların getirdiği avantaj herhangi bir mertebeden fark formülünün türetilmesinde Tay- 
lor serisine sık sık başvurma gereksiniminin ortadan kaldırılmasıdır. 


Herhangi bir dereceden hata mertebesi O(h) olan ileri ve geri fark formüllerinin en genel şekilde 
Denklem (1.16) ve (1.17) ile verilmektedir. 


S.S İ sof) (116) 
Si — vi 4 Ofh) (117) 


12 YÜKSEK MERTEBEDEN İLERİ VE GERİ FARK 
FORMÜLLERİ 


Türev ifadeleri için fark formülleri O(h) mertebesinde elde edilmişti. Daha doğru; yani hata 
mertebesi daha yüksek ve hata miktarı daha düşük, olan fark formüllerini Taylor formülündeki 
terim sayısını arttırarak elde ederiz. Hatırlayacak olursanız konumuzun başında Denklem (1.2) ile 
verilen birinci dereceden türev formülünü elde etmiştik. 


pa) EA) may - Epa)... (118) 


Denklem (1.18) de /”(2) için elde ettiğimiz ifadeyi, yani Denklem (1.13)'ü, yerine koyarsak, 


pe) - Jet » - Ha) i | Ha 4 2k) - 28 Ah) Aİ) pmpa vi 


RR 
* Fa) *i.. (1.19) 
ve Denklem (1.19)'u ortak çarpanlar altında toplarsak, 
—f(2-42h)44/(2-4*h)—3 h2 
b em a) b 1 NE) mağ... (1.20) 


elde edilir; dolayısıyla, /' için hata mertebesi O(h2) olan ileri fark formülü 


5 iye li 2i 4 Ofh?) (1.21) 


şeklinde basitçe gösterilir. Benzer şekilde geri fark formülü hata mertebesi O(4?) olacak şekilde 
veya daha yüksek mertebeden ifadeler türetilebilirler. // için türetilen ve hata mertebesi O(4?) 
olan geri fark formülü: ” N 

/ > Ji—3 pe a ei Ji * Of) 


olarak bulunur. 


1.3. MERKEZİ FARK FORMÜLLERİ u 


1.3 MERKEZİ FARK FORMÜLLERİ 


Analitik olduğu kabul edilen /(2) fonksiyonunu 2'in h civarında (h kadar ileri ve gerisinde) Taylor 
serilerini göz önüne alacak olursak, 


(Eh) fa) #h) 4 İle) İle) 4. (1.22) 
12-1) la) 17'a) İla) - İle) 4... (123) 


Denklem (1.22)'den Denklem (1.23)'ü çıkartırtılmasıyla Denklem (1.24) elde edilir. 


1k) - Heh) safa a)... (124) 
Denklem (1.24)'ten /”(2) çekilirse, 


pap TERE) ap (125) 


veya indisli gösterimle, 


geleli 40) (126) 


şeklinde yazılabilir. 


Fark formülünün bu gösterimine merkezi fark formülü denir. Aynı şekilde Taylor serileri, 
yani Denklem (1.22) ile Denklem (1.23), toplanarak /(z)'li terimler yok edilip /”(2)'li terimin 
çekilmesiyle, 


mi 2 
gal İki son 2 şo) (127) 
fonksiyon için ikinci dereceden merkezi fark formülü elde edilir. Merkezi fark operatörü ö ile 
gösterilmekte olup işlevi aşağıda verilmektedir. 
öfişiy E fişi — fi 


Mümkün olan yerlerde merkezi fark formüllerinin kullanılması türevlerin nümerik hesaplarında 
yapılan kesme hatasının azaltılmasından dolayı tercih edilmelidir. 


Daha yüksek dereceden türev formülleri için en genel merkezi fark formülleri ileri ve geri fark 
operatörleri cinsinden şu şekilde verilmektedir. 


d : vr ş rA* Ni 5 
ali >. ie ji n/2 4 O(k2), n çift ise (1.28) 


fh. V” /iş(n—1)/2 t A” fi —-(n—-1)/2 2 ç 
dı" —oci DE olh ) ntekise (1.29) 
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ÖRNEK 1. Seri açılımları yardımiyle hesaplanan fonksiyon değerlerinde genellikle serinin 
sonlu terimleri alınır; diğer terimler ihmal edilir. Bu hesaplamalarda yapılan kesme hatasının 
büyüklüğünü ve dominant hata teriminin kesme hatası içindeki payını araştırınız. 


Çözüm: Bu örnek için e? fonksiyonunun seri açılımını inceleyelim. 


» Pp # 
özliztetatzt.. 
Şimdi e sayısını bu seride z — | ve serinin ilk dört terimini alarak hesaplayalım. Bu durumda 


e sayısı, 


01414545 - 2666666 

bulunur. Serideki beşinci terim, 1/24, yapılan hatanın 9680'nini oluşturmaktadır (Beşinci terimin 
hata yüzdesi—(1/24)/ (e-2.666666)x100). Bunun anlamı seriyi kestiğimiz noktadan bir sonraki 
terim yapılan hatanın büyük bir oranını teşkil etmektedir. İlk beş terim ile yapılan hesapta e 
sayısı 2.71828 bulunur. Bir sonraki terim, 1/120, benzer şekilde yapılan hata hesabıyla kesme 
hatasının bu kez 9683'ünü oluşturuyor. İşte bu nedenle biz türev ifadeleri için bulduğumuz fark 
formüllerinde türev hesabında yapılan hatayı seriyi kestiğimiz noktadan sonraki terimi alarak 
yapıyor ve hatayı kontrol eden terimdir diyoruz. Eğer biz bu dominant hata terimini mümkün 
mertebe düşük tutarsak kesme hatası da o mertebede az olacaktır. 


ÖRNEK 2. /(2) — e* fonksiyonunun türevini z—1 noktasında değişik 4 değerleri için ileri ve 
merkezi fark formüllerini kullanarak ve de dominant hata terimlerini de katarak hesaplayınız. Her 
iki formül ile bulduğunuz sonuçları irdeleyiniz. 


Çözüm: €* fonksiyonunun zi deki türevi için ileri fark formülü dominant hata terimi ile 
beraber aşağıdaki gibi yazılabilir. 


elth —e he 
/'(1) < —— 4 Hata, Hata -—— 


Merkezi fark formülü ise 


elth — gi-h h2e 
Ul ni —— 
1(1)- ——y; — 1 Hata, Hata-—— 
dir. €*'in ikinci ve üçüncü türevleri z—1'de e olduğundan dolayı ”e” sayısı hata terimlerinde 
gözükmektedir. 
Formüllerde küçülen 4 değerleri için türev değerleri hesaplanmış ve Tablo 1.1 ile 1.2 de ver- 
ilmiştir. 


Tablolardan görüldüğü üzere merkezi fark formülü ile yapılan türev hesabındaki dominant 
hatalar daha küçülmektedir. Her iki formülde de h'ın küçültülmesiyle hata da küçülmektedir, 
fakat merkezi farklar ile verilen formüllerde küçülme daha hızlı olmaktadır. Bu hesapları başka 
fonksiyonların birinci veya daha yüksek dereceden türevlerine de uygulamamız mümkündür. Sonuç 
her zaman için bu örnekten çıkartılan sonuç doğrultusunda olacaktır. 
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Tablo 1.1: İleri Fark Formülü ile türev ve hata hesabı. 


Tablo 1.2: Merkezi Fark Formülü ile türev ve hata hesabı. 


İl 18 Hata 
M3 el6 


Mio -4.5304X10 
2. 718330 45004108 
2.718250 5304x107 


ÖRNEK 3. Aşağıda tablo halinde verilen fonksiyonun her z noktası için birinci dereceden 
türevini hata mertebesi O(42) olacak şekilde hesaplayınız. 


ES LE İL 
7 İon | 0247 İ 0 4767 İ 0.8816 İT 


Çözüm: Hata mertebesi O(4?) istendiğinden, 


0) 45 —İ2 t4fı 3/0 vü —0.4794 4 4(0.2474) — 3(0) — 1.0204 


2h 0.5 
J'(026) - za «0 
pos) Al EE 2 e 
g'(0.76) iş aç DE İİ « rza0 


(0) 45 Ja — a * 34. 0.4794 — 4(0. li * 3(0. 8414) — 0.5544 


bulunur. /(2) fonksiyonu sin z dikin göre gerçek türev ye hesaplayarak karşılaştırınız. 
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Burada dikkat edilecek bir nokta da şudur: orta noktalar için hata mertebesi O(h?) olan fark 
formülleri kullanmışken sınırlarda da yine hata mertebesi O(h?) olan ileri ve geri fark formüllerini 
kullandık. Türevler için kullandığımız fark formülleri her nokta için aynı hata mertebesinden 
olmasına dikkat edilmelidir. Eğer bir diferansiyel denklem çözüyor olsaydık ve sınırlar için hata 
mertebesi O(h) olan fark formüllerini kullansaydık, o zaman diferansiyel denklemin çözümündeki 
hata mertebeside orta noktalar için kullanılan fark formüllerinden bağımsız olarak O(k) olacaktı. 


Program 1. Örnek 3 ile verilen problem için hazırlanan BASIC program örneği. 


10 H-0.25 : Nm4 

20 DIN F(N) ,FT(N) 

80 FOR 150 TO N: READ FÇI): NEXT 1 

40 FT(0)(-F(2)444F(1)-84F(0)) / (248) 

60 FOR Isi T0 3 

60  FT(I)m(F(141)-F(1-1))/(248) 
NEXT 1 


80 FT(N)(F(N-2) -44F (N-1) 434P (N) ) / (248) 

90 FOR 150 TON 

100 (PRINT TAB(S) ;I#H;TAB(15) ;F(I) ;TAB(30) ;FT(1) 
110 NEXT I 


END 
130 DATA 0,0.3474,0.4794,0.6816,0.8414 


14 FARKLAR VE POLİNOMLAR 


Türevler ve polinomlar için fark denklemlerinin bazı faydalı ilişkileri vardır. Eğer n.ci derece- 
den bir polinom oluşturacak olursak, herhangi bir noktada n.ci dereceden fark ifadesi sabit (h 
değerinden bağımsız olarak) ve n.ci türeve eşit olacaktır. Örneğin, /(2) için ileri fark formülü 
hata derecesi O(A2) olarak bulunabilmesi için polinomun da derecesi ikinci dereceden olmalıdır. 
Böylece, polinomumuzu aşağıdaki gibi ikinci dereceden seçersek, 


Ma) zar? 4bz4c (1.30) 


Bu polinomun değerlerini z — 0, h, 24 de araştıralım (2;-0 olarak alıyoruz, böylece, 2/41  h 
ve 1;42  2h olur), 


(0) fe (1.31) 
(hk) zf ah? #bh4c (1.32) 
İ(2h) — fi4z > 4ah? 4 2bh $c (1.33) 


Burada elde edilen son üç denklem üç bilinmeyenli bir sistem oluşturmakta olup a, b, c bilin- 
meyenlerini herhangi bir yöntemle çözmek mümkündür. Şimdi /(z) fonksiyonunun türevini 2; de 
araştıracak olursak (bu işlemde /(0)'a denktir), o zaman 
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(0) fb feat Sir öl (134) 


bulunur. Bu elde edilen ifade ise bizim Taylor serisinden elde ettiğimiz ifade ile aynıdır. Bu 
polinom yaklaşımı özellikle verilerin eşit aralıklarla dağılmadığı durumlar için fark formüllerinin 
türetilmesinde çok faydalıdır. 


ÖRNEK 4. /(z) — z? nin türevinin merkezi fark formülü ile hesaplanması durumunda türevde 
yapılan hatayı araştırınız. 


Çözüm: Polinomlar yardımıyla Kısım 1.4 teki şekilde birinci ve ikinci türev formüllerini 
merkezi fark için türetecek olursak, merkezi fark formüllerinin aynısını elde ederiz. O halde 


fa fiz , (5 AP (A BP t2hzşh—(22—2hzeh?) 4hz 
” ah 2h Ni 2h 2k 


pp fi 2hth. (4 h)—2r2 4(x—h) 
U h2 h 


GB i2hzth?—2 472—2hz4h? - 2 
leke ela 


ve 


bulunur. Görülüyorki bu fark formülleri ile yapılan türev hesabı analitik türev değerlerine eşittir. 
Nedeni ise formüllerin hata mertebelerinin O(4?) olmasıdır. Bunun bir diğer anlamıda bu mer- 
tebeye kadar olan polinomların türevlerinin hatasız olarak hesap edilebilmesidir. Örnegin hata 
mertebesi O(4*) olan bir fark formülü ile türev hesap edilmek istenirse dördüncü dereceden poli- 
nomun türevi /'ın değerinden bağımsız ve tam olarak hesap edilebilecektir. 


Bu örnekği fonksiyonu /(2) — 79 alarak tekrarlayacak olursanız, bu durumda türev için bulunan 
ifadenin h”ın fonksiyonu olarak bulunacağını göreceksiniz. Bunun da anlamı nümerik türev alırken 
h'ın küçük olması gerektiğidir. 


ÖZET 


Nümerik türev alma işlemi eğer fonksiyon biliniyorsa (yani, analitik olarak verilmiş ise) bu 
bölümde bahsedilen herhangi bir türev formülü kullanılabilir. Burada önemli olan nokta h değerinin 
mümkün olduğu kadar küçük seçilmesidir. /'ın küçüklüğü de bilgisayarın matematiksel işlem 
prosesörü ile sınırlıdır. Merkezi fark formülleri her zaman tercih edilmelidir. Fakat, fonksiyon bil- 
inmiyor, sadece bir Ja, b| kapalı aralığında eşit veya eşit olmayan aralıklarla kesikli dağılımı biliniy- 
orsa uygun formüller kullanılarak türevler hesaplanabilir. Örneğin, z — a'da merkezi fark ve geri 
fark formülü kullanılamaz, çünkü fonksiyonun z — a'dan önceki fonksiyon değeri veya değerleri bil- 
inmemektedir. Bu nedenle, z — «'da ileri fark formülü kullanılmalıdır. Aynı şekilde z — b de ileri 
ve merkezi fark formülleri yerine geri fark formülleri kullanılmalıdır. a < z < ö'deki herhangi bir 
nokta için hem sağ hem de solundaki fonksiyon değeri mevcut olacağından merkezi fark formülleri 
kullanılabilir. 


Fark formüllerini özetleyecek olursak, 
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Merkezi fark formülleri (0(2) hata mertebeli): 
y Şişi — fini 
ji -— oh 
"Şia 2it fi 
fp!  P 1 : i—il 


h 
jin — Jişe — 2fişı t 2 imi — fi 
2h9 


19 Ne Jia e 4Jişı T 6f Dil 4fi-ı * Jia 
e, 
İleri Fark Fromülleri: 


4 Tk şol 
pe maşa $ Çaya Oi 4 of) 
im 2)i43 — Dani lim — Mf 4 Ofh3) 


Geri Fark Formülleri: 


hi Ale sof) 


# — 3fi —— vi LR Ji-3 4 Oh?) 
Hm 11/i — 18f;-ı ef — 2-3 4 Ola) 

Dağılımı verilmiş veri guruplarının türevlerini hesaplarken dağılımın eşit aralıklarla olup olmadığına 

dikkat edilmelidir. Bu bölümde çıkartılan formüllerin hepsi eşit aralıklarla dağılmış veri guru- 

pları içindir. Aksi durumlar için ileri, geri veya merkezi fark formülleri polinomlar yardımıyla 

türetilmelidir. 


PROBLEMLER 


1.1 d6 /;/dz9 türevini hesaplamak için hatanın mertebesi O(k) olan ileri fark formülünü ve O(4?) 
olan merkezi fark formülünü türetiniz. 


1.2 /'(z) türevini hata mertebesi O(h3) olan bir merkezi fark formülü türetiniz. 


1.3 Bir /(z) fonksiyonu için herhangi bir z; noktasında h—0.1 alındığında A/;/h—0.23751 ve 
V/i/h — 0.24369 olarak hesaplanıyor. Bu fonksiyonun birinci ve ikinci türevlerini merkezi farklar 
ile O(h?) mertebesinde hesaplayınız. 


1.4 Herhangi bir fonksiyonun herhangi bir dereceden türevi için türetilen fark formüllerindeki 
katsayıların toplamı her zaman sıfırdır. Neden? 
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1.5 Eşit aralıklarla dağılmamış bir veri gurubunun birinci ve ikinci dereceden türevlerini merkezi 
farklar ile hesaplamak istiyoruz. Merkez nokta ile solundaki nokta arasındaki mesafe h” ve 
sağındaki nokta arasındaki mesafe de ht ise polinomlardan faydalanarak /' ve /” türevleri için 
merkezi fark formülleri türetiniz. 


1.6 A5 /; için fark ifadesini çıkartınız. 
1.7 Aşağıdaki veriler için /'(0), /'(2), /'(4), /”(0) türevlerini hata mertebesi O(h?) olacak şekilde 


hesaplayınız. 
EINEEEEPEEEEN 


1.8 Aşağıdaki verilerde her bir z noktası için birinci ve ikinci dereceden türevlerini hata mertebesi 
O(R?) olacak şekilde hesaplayınız. 


ESA DRENEENEEN 
İL İ0E (02 )025f031f04r 


1.9 (a) <3 F 1-1 4 2? /in(2) fonksiyonunun türevini (/*(2)) z — 2'de hata mertebesi O/(0.1)?| 
olacak şekilde ileri, geri ve merkezi fark formülleri ile hesaplayınız ve analitik olarak hesaplanan 
türev değeri (yani, gerçek değeri) ile karşılaştırınız. 


1.10 //'yi hata mertebesi O(42) olan geri fark formülünü Taylor serisinden faydalanarak çıkartınız. 
1.11 // için hata mertebesi O(h9) olan ileri fark formülünün 


fi —-1f* MB 9 fiz t2İi43 p O(k3) 
olduğunu (a) polinomlar (b) Taylor serisi yöntemlerini kullanarak gösteriniz. 


1.12 Bir aracın zamana bağlı olarak hızı bir araç vasıtasıyla kaydedilmiştir. Bu hız profili aşağıda 
verildiğine göre aracın ivmesini zamana bağlı olarak bulunuz. 


TAL TATE TSİ EET ATT 
epey isine li 


1.13 Aşağıda dağılımı verilen fonksiyonun // ve /;' türevlerini mümkün olan en az hata ile 


hesaplayınız. 
(0) 1118(22(225(31(344| 
1.14 Aşağıdaki kısmi türevler için ileri, geri ve merkezi fark formülleri çıkartınız. 


0f âf 02f 0 öf 
Ör” öy” dr?” 0y” özöy 
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İPUCU: Fonksiyon, /(z,y), iki değişkenli bir fonksiyon olup sadece türevi alınan değişken 
yönünde fark formülleri türetilecektir. Herhangi bir 2; ve y; koordinatları için /(26,y;) — /iş 
notasyonunu benimseyiniz. 

1.15 Bir /(2) fonksiyonunun 7;0, 241 & h ve 2;42 - 3h olarak verilen noktalarında /;, (641 
ve f;42 gibi değerler aldığı biliniyor. Bu fonksiyonun hata mertebesi O(42) olan birinci dereceden 
türevi için ileri fark formülünün, 


Bt fiya — 
Ha Ji t ia Jişa 


olduğunu gösteriniz. 


1.16 /(2) — sin 1072 fonksiyonunun z — 0 daki türevini, (/'(0)), 4 — 0.2 alarak ve hata mertebesi 
Ofk) ve O(A?) olan ileri fark formülleri ile hesaplayınız ve analitik sonuç ile karşılaştırınız. Daha 
sonra sonuçlar üstünde tartışınız. 


Bölüm 2 


İNTERPOLASYON VE 
EKSTRAPOLASYON 


Deneyler sonunda veriler genellikle bağımsız değişkenin eşit veya eşit olmayan aralıklarına denk 
gelen sayısal değerler cinsinden elde edilirler. Araştırmacılarda genellikle bu verilerin arasındaki 
veya aralık dışındaki değerlere ihtiyaç duyarlar. Eğer tablo edilmiş /(z) fonksiyonunun değerleri 
arasındaki bir z için fonksiyon değeri hesaplanmak isteniyorsa bu işleme #nterpolasyon denir. Fakat 
z değeri fonksiyonun tablo değerlerinin dışına taşıyorsa bu fonksiyonun tablo dışı değerlerinin 
belirlenmesi işlemi de ekstrapolasyon dur. Bu bölümde interpolasyon ve ekstrapolasyon işlemlerini 
yapabileceğimiz nümerik tekniklerden bahsedeceğiz. 


2.1 FARK TABLOLARININ TÜRETİLMESİ 


Fark tabloların türetilmesine aşağıda tablo halinde verilmiş, eşit aralıklarla dağılmış, verileri göz 


önüne alarak başlıyalım. 
| J12) 0-7 (3 (6 | 25 | 62 Ş 129 


Bir ileri fark tablosu her bir z noktasında fonksiyonun ileri farkının alınmasıyla türetilebilir. 
Daha sonra birinci mertebeden farkların tekrar ileri farkı da alınarak ikinci mertebeden farklar vs. 
bulunur. Yani, A2 /; — A/;şı — Af; veya A“/, < A*/,,, — A1 /; şeklinde yüksek mertebeden 
farklar hesaplanır. Bu yüksek mertebeden farkların hesaplanması işlemi tek bir fark değeri elde 
edilinceye kadar devam ettirilir ve tablo tamamlanır. Tablo 2.1 incelendiğinde ileri fark tablosu- 
nun alt yarısının boş kaldığına dikkat ediniz. Bunun nedeni her sütunda fark işleminden doğan 
bir veri eksikliğinin olmasıdır. Örneğin, n veri seti için birinci dereceden ileri farklardan n — 1 
tane türetilebilir. İkinci mertebeden ileri farkların sayısı n — 2 olur. Bu fark türetme işlemi fark 
ifadesinden bir tane kalıncaya kadar devam ettirilebilir. 


Benzer şekilde geri fark tablosu da her z noktasında geri farkların alınmasıyla türetilebilir. 
Burada da yüksek mertebeden farklar bir mertebe düşük fark değerlerinin geri farklarının hesa- 
planması ile gerçekleştirilir. Sonuç Tablo 2.2 de verilmiştir. Burada da dikkat edilecek nokta 
tablonun alt yarısının dolu, üst yarısının da boş olmasıdır. 


19 
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Tablo 2.1: İleri Fark Tablosu. 


EHONLALYALYALYALYA 


4 
3) 9|/ 10 
6|J 19( 18 
25) 37) 30 
62| 67 
129 


Tablo 2.2: Geri Fark Tablosu. 


Merkezi fark tablosu da yine aynı yolla hazırlanır. Yalnız bu tabloda herbir veri arasında bir 
boşluk bırakacak ve merkezi farkını veri guruplarının orta noktalarına yerleştireceğiz. Merkezi 
fark operatörü Ö, öf;ş1/a > Jişı — fi olarak tanımlanmıştı. Burada /(;41/2 gösterimi /;41 İle ji 
noktalarının orta noktasını ifade etmektedir. Benzer şekilde merkezi fark operatörü için rekürans 
bağıntısıda mevcuttur. 


ö(6"/) z gerıy 


Bu bağıntının kullanılmasıyla daha yüksek mertebeden merkezi farklar türetilebilirler. Nor- 
mal merkezi farklar tablosu Tablo 2.3 te gösterildiği şekilde hazırlanır fakat merkezi farkların 
doğası itibariyle türevler iki verinin orta noktası için hesaplanırlar ve bu da bazı z; verilerinin 
belirli mertebelerde merkezi farklarının hesapnanamasına neden olur. Örneğin, Tablo 2.3'ü in- 
el 2 — 2 noktası için ö/ ve 69/, z — 2.5 için de 62/ ve 6*f farklarının bilinmediği 
görülür. 

Yukarıda bahsedilen nedenlerden dolayı her bir x noktasının merkezi farklarını hesaplamak; 
diğer bir değişle Tablo 2.3 teki boşlukları doldurmak için boş yerleri çevreleyen farkların arit- 
metik ortalamaları alınarak Tablo 2.4'ü elde edilir. Böylece merkezi fark değeri bilinmeyen Z; 
noktası kalmamaktadır. Bu ve diğer tabloların kullanımına ilerideki kısımlarda değineceğiz. 
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Tablo 2.3: Merkezi Fark Tablosu. 


ESFONRALSAKSALSALIN 


2.2 GREGORY-NEWTON İNTERPOLASYONU 


Şimdi tablo halinde verilmiş fonksiyon ve fark tablolarını kullanarak interpolasyon işlemine hazırız. 
Fonksiyon değerleri kesikli olarak verilmiş olmasına rağmen biz fonksiyonun değerlerinin verildiği 
aralıkta analitik olduğunu kabul ediyoruz. /(0) değerini temel alıp herhangi bir z için Taylor 
serisini inceleyelim. 


10) 10)4210)4 04104... 21) 


, Hiç bir türev değeri bilinmemekle birlikte türevlerin fark formülleri Bölüm 1 de türetilmişti. 
Örneğin, 


10) Se - 2 71(0) 4 ofa3) (22) 
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Denklem (2.2)'yi Denklem (2.1)'de yerine koyarsak ve /”(0) ve daha yüksek mertebeden türevler 
için de hata mertebesi O(h2) olan fark formüllerini aynı denklemde benzer şekilde yerine koyarsak 


Ha) 10) ks ğa arş EE Da). 


— (0) * » e İle — kh) (2.3) 


elde edilir. 


Denklem (2.3) ile verilen bu formüle türevler için ileri fark formüllerinin kullanımından dolayı 
Gregory-Newton İleri İnterpolasyon formülü denir. Fark değerleri ise kesikli dağılım için hazırlanmış 
tablolardan alınırlar. Tamamiyle benzer şekilde geri interpolasyon formülü de türevler yerine geri 
fark formüllerinin kullanılması ile elde edilir. 


1) - 10) v4 İŞ vay, 4 EL çe, 


n—1l 


— /(0)4 > EN h Ie 4 kh) (2.4) 


Denklem (2.4) ile verilen bu formüle de Gregory-Newton Geri İnterpolasyon formülü denir. 
Burada z — 0 noktası olarak verilen değer gerçekte z — O noktasına denk gelmeyebilir ve hatta 
tablo da z — 0 noktası bile olmayabilir; bu nokta interpolasyon işlemini yapmak için temel alınacak 
olan noktadır ve z ise bu temel noktadan öteleme miktarıdır. Bu öteleme ileriye veya geriye doğru 
olabilir. 


ÖRNEK 1. Gregory-Newton interpolasyon formüllerini daha iyi açıklamak için bölüm başında 
Tablo ile verilen fonksiyon değerleri için interpolasyon formüllerini çıkartıp /(1.1) değerini bulalım. 


Çözüm: Veriler eşit aralıklarla dağılmış olup h—1 dir. O halde bu durum için interpolasyon 
formülleri aşağıda çıkartılmıştır. 


Gregory-Newton İleri İnterpolasyon Formülü: 


Ja) (0) kzA4f* re Da, ni ee eş, O (2.5) 


Gregory-Newton Geri İnterpolasyon Formülü: 


(2) ((0)*2Vf0* atly, * size tiye, 4... (2.6) 


En doğru değeri elde etmek için interpolasyon yapılacak noktaya en yakın, ve girdi değerlerin 
en fazla olan fonksiyon değeri temel alınmalıdır. Tablo 2.1 ve Tablo 2.2'yi incelersek Tablo 2.1 
den z-1.Ve en yakınnoktalarz—ivez—2dir. İleriffark tablosundaz—liçin4vez—2 
için 3 girdi değeri varken bu girdi değerleri geri fark tablosunda sırasıyla 2 ve 3 olmaktadır. Bu 
durumda ileri fark tablosunu kullanıp 2 — 1 noktasınıda temel almak daha doğru olacaktır. 7 —1 
noktasının temel alınmasıyla öteleme x0.1 olacaktır. Eğer z — 2 temel alınsaydı öteleme x--0.9 
olacaktı. Bundan sonra Gregory-Newton ileri interpolasyon formülündeki ileri farklar Tablo 2.1 
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den bulunur. Tablo 2.1 den okunan /(0) - —3, A/p -9, A2/4 - 10, A9/, <8, ve A1/,-4 
verileri Denklem (2.5) te yerine konursa, 


1601) -34 0240) 4 (21109 yp ş (ELA, (1029) 


J(1.1)—3-40.9 — 0.45 4 0.228 — 0.08265 — —2.40465 
olarak hesaplanır. 


Acaba bu bulunan değer olması gereken, yani ”gerçek” değere ne kadar yakındır? Bunu tam 
olarak bilemememize rağmen Gregory-Newton formülündeki bütün mevcut terimlerin ilavesini in- 
celeyerek bir sonuca varabiliriz. Örneğin, formül de ilk terimi /(0) — 3 iken ikinci terimin ilk 
terime katkısı 0.9 olmakta üçüncü terimin toplama katkısı ise -0.45 olmaktadır. Herbir terimin 
katkısı terim sayısı arttıkça büyüklük olarak düştüğü gözlenmektedir; yani, her yeni ilave terim bir 
öncekinden daha küçük olmaktadır. Bunun da anlamı sonucun yakınsadığıdır. Eğer ilave edilen ter- 
imler küçülmüyorsa aksine büyüyorsa o zaman bulunan interpole edilmiş değere şüphe ile bakmak 
gerekir. Bu durumda da formülde mümkün olan en az terimin kullanılması, sonucun doğruluğu 
açısından en uygun davranış olacaktır. Bir kural olarak belirtmemiz gerekirse şöyle diyebiliriz: 
Eğer fark tablosundaki değerler soldan sağa doğru bir hat üzerinde gidildiğinde büyüyorlar ise 
Gregory-Newton interpolasyon formülünde artışın başladığı yere kadar olan terimler alınmalı diğer 
terimler mevcut olmalarına rağmen işleme alınmamalıdırlar. 
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Eşit olarak dağılmış verilerin yaklaşık orta noktalardaki değerlerin interpolasyon ile bulunmasında 
faydalıdır. Daha önce merkezi fark tablolarının türetilmesi tartışılmıştı. Merkezi fark interpo- 
lasyon formülünün bulunması lazımdır ve literatürde birçok merkezi fark interpolasyon formülü 
mevcuttur. Biz ise burada sadece iki tanesine değineceğiz. Bunlar 
Stirling Formülü (Tam Hatlar için): 
2 ç pie (49-1 
He) 10) 4 kö) 4 gö) 4 LE İse et) 
2-143 — 
ŞA VE şey) — 2.1) 


Bessel Formülü (Ortalama Hatlar için): 


10) 1(0)4 aföfo) e EŞİ örf) 4 EŞ yp 
210 — 14X10 — 074) - * O) iö5p)e... (2.8) 
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Program 1. Gregory-Newton ileri fark interpolasyon işlemini yapan BASIC Program . 


10 REM -- GREGORY-NEVTON ILERI FARK INTERPOLASYONU YAPAN PROGRAM 
20 REM -- N - VERI CIFTI SAYISI, T - INTERPOLE EDİLECEK NOKTA 
30 REN -- X - ABSISLER, OF - ORDINATLARI TENSIL EDIYOR. 

40 REN 

50 READ N,T 

60 DIN A(N,N*1) ,X(N) FON) 

70 FOR Isi TO N: READ X(1): NEXT I 

80 FOR Isi TO N: READ F(I): NEXT I 

90 FOR Isi TO N: A(I,1)mX(I): AÇI 2)sF(1): NEXT 1 

100 LsN : CLS 

110 FOR J-3 TO (N*1) 

120 (o Lasi-i 

130 (OFORIsi TOL 

140 ACI, I)m(I41 ,7-1)-A(I,3-1) 

150 NETİ 

160 NEXT J 

180 PRINT " ILERI FARK TABLOSU" 

190 PANT ' 0... mmm: PRİNT : PRİNT 
200 PRINT TAB(1) ;"X";TAB(11) ;*F*;:FOR 12 TO N: PRINT TAB(1410);1;“F*;NEXT 1 
210 PRINT : PRINT 

220 FOR Isi TO N: FOR Jsi TO (N*1): PRINT TAB(104(J-1)*1);A(I,J); NEXT J,I 
280 FOR Im 1 TO N-i 

240 IF (T>sX(1)) AND (T<sX(141)) THEN Kel 

260 NEXT I 

260 HsX(2)-X(1) 

270 SsT-X(K) 

280 C-S/H: FAKTOR»İi : KATSAYI»i 

290 DEGERsA(K,2) 

300 FOR 13 TO N*i 

310 O KATSAYIsKATSAYI#(C43-1) 

320 (FAKTOR »FAKTOR*#(1-2) 

330 ( DEGERsDEGER*#KATSAYI*A(K,1) /FAKTOR 

340 NEXT I: PRINT 

350 PRINT "FONKSIYONUN Xs*;T;" ICIN INTERPOLASYON DEGERI ";DEGER 
360 DATA 6,1.1,0,1,2,3,4,5,-7,-3,6,26,62,129 

370 END 


Kolaylık olsun diye burada $ değişkeni tanımlanmıştır. 8 ise, s — z/h ifadesine eşittir. Yani, 
öteleme miktarının aralık genişliğine oranıdır. 


ÖRNEK 2. Aynı veriler için f (2.7) değerini merkezi fark interpolasyonu ile hesaplayınız. 


Çözüm: z — 2.7'ye en yakın yatay hat z —2.5 hattı olup ortalama değerlerden oluşmaktadır. 
O halde Bessel formülünü kullanmalıyız. Burada öteleme, yani z, 2.7-2.5-0.2 ve h—I dir. Tablo 
2.4 ten değerlerimizi okursak, 


/(0)-15.5, 5/p-19, 672/414, 69/48, 69/4 385, 6fg 1 
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Bu değerleri Denklem (2.8) de yerine yazalım: 


/0.2) — 16.54 0.219) 4 20 22) iy M Ky 


, (0.04 - a 0.04 — 2.25) (8.5) 4 0.2(0.04 — Ki 0.04 — 2.25) (1) 


—165.543.8—1.47— 0.066 4 0.06768 4 0.00077 — 17.84245 


bulunur. Her ilave edilen terimin nasıl küçüldüğüne dikkat ediniz. Bu durumda sonucun doğruluğu 
hakkında ne dersiniz? 


Burada bir uyarıda bulunma gereği vardır. Bessel formülünü uygularken temel değerleri z —0.6, 
1.5, 2.5, 3.5, 4.5 olan durumlarda uygulanmalıdır. Diğer noktalarda Stirling formülü yeterli ola- 
caktır. 


2.4 KÜBİK SPLİNE İNTERPOLASYONU 


Kübik spline interpolasyonunda interpolasyonu yapılacak kesikli olarak dağılımı verilmiş /(2) 
fonksiyonunun kendisi ve türevlerinin sürekli ve mevcut olduğu kabul edilmektedir. Bu inter- 
polasyon metodunda amaç her bir veri aralığı (2; < 2 < Z;41) için üçüncü dereceden bir polinom 
ile yaklaşımda bulunmaktır. Dolayısiyle her aralık için geçerli olan üçüncü dereceden polinomlar 
bulunur. İnterpole edilecek noktanın bulunduğu aralık tesbit edildikten sonra bu aralıkta geçerli 
olan polinomda z değeri yerine konularak interpole edilmiş değer bulunur. Polinomların üçüncü 
dereceden seçilmesi nedeniyle bu metoda Kübik Spline İnterpolasyonu denir. 


Burada dağılımın eşit aralıklarla verildiğini varsayılmaktadır. #.nci aralık için (2; < 2 S 1441) 
yaklaşımda bulunmak istediğimiz üçüncü dereceden polinomu aşağıdaki şekilde alıyoruz. 


ydlı—2i)* kbi(a— 2)” ta(ı— 2) td (2.9) 
Polinom aralığın uç noktalarında da geçerli olduğundan, 
yla) yı >d (2.10) 
Ylzişı) — Yişı zaşhİ 4 bih? soh-4d; (2.11) 
Denklem (2.9)'un birinci ve ikinci türevleri de. 
Yy -3ail2— 2)? 422 — 2) tc (2.12) 
y" —6aş(z— 2;) 4 2b; (2.13) 


şeklinde yazılabilirler. Yine aralığın uç noktaları için S; — y/"yi hesaplarsak, 
Si — S2) <2 ve Sişı < 6aşh * 2bi 


bulunur. Buradan da 
Si/2 ve di Sişı — Sı)/6h (2.14) 


elde edilir. Bulunan bu katsayıları Denklem (2.10) de yerine yazarsak, 


Yi Z ML hi 4 zin *cih * yi (2.15) 
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ve dolayısiyle e; de Denklem (2.15) ten çekilerek, 
TE — Li A - Sisi *r 2i) (2.16) 


bulunur. Şimdi de iki aralığın kübik yaklaşımlarının kesiştikleri uç noktalardaki eğimlerini inceleye- 
lim. Üç noktalarda yaklaşımların eğimlerinin aynı olması türevin süreklilik şartını sağlayacaktır. 


O halde, 
Yl) yi ci (2.17) 
iken z; den önceki aralığın (yani, 7;-ı < 7 < 7; nin) z; deki türevi de 
Y(Zi) Sy) — 80 ılzi— 26-1)? #2 (2; — 21) tı 
— Baş-ıh? #2 ıh kaşı (2.18) 
olarak bulunur. Denklem (2.17) ile (2.18) birbirlerine eşitlendiklerinde 


i Glee h S5; pe SS; 5; — h 
yz ha glSişı 1254) <3 (2) rh? iL İLAN — 51544251) (2.19) 


elde edilir. Denklem (2.11) basitleştirildiğinde de, 


AŞ 
Sia KAS; 4 Siya > gir CO - s2 (2.20) 
şeklinde bir denklem elde ederiz. Denklem (2.20) de i indisi :—2 den n — 1'e kadar değiştirildiğinde 
n — 2 tane denklem elde edilir. (Burada n veri çifti sayımızdır.) Bu denklem sistemini 5;'ler 
için çözebilmemiz için iki denkleme daha ihtiyacımız var. Bu iki denklemi de verilerin baş ve son 
kısımdaki eğimlerinin eşitlenmesi (diğer bir değişle lineer interpolasyonu) ile elde edebiliriz. Bu 
durum için iki denklem, 


DA A 525445, 0 (2.21) 


Sn sw Sn—1 “2 Sn—-1 © Vn—2 
h ii h 
şeklinde bulunurlar. Fakat bu iki denklemi kullanmak yerine verilerin uç noktaları için bir başka 
şartta empoze edilebilir. Bu şart Sı — S, - O ve Sı — Sg ile $, — 5,-, veri aralığının uç 
noktalarına parabol geçirilmesi ile eşdeğerdir. Bu kısımda verilen kübik spline programı bu şarta 
göre hazırlanmıştır. Tekrak az önce elde ettiğimiz denklem sistemine dönersek bu sistemin matris 
şeklinde gösterimi, 


e (2.22) 


i Si 0 Sı 0 
1410 0 0 S> ö?y 

O 1 41 0 0 S3 6 öy 

0 0 1 4 1 0 a “7 ö yu (2.23) 
0 001 41), S3yaı 

0 001-1 a 0 


Denklem (2.15) çözülerek S;'ler bulunur. Katsayılarda 5S; lere bağlı olduğundan katsayılarda 
hesaplanır ve interpolasyon işlemine artık hazırız. 
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ÖRNEK 3. Örnek | de verilen veri çifti için interpolasyon işlemini kübik spline metodu ile 


yapınız. 
Çözüm: Bu problem için denklem sistemimiz aşağıdaki şekli alır. 

1 -2 10 0 0 Sı 0 

1 4 10 0 0 S; 5 

01 410 0 S3 6 10 

0.0 141 0 Sı | 18 

0.0 01 4 1 Ss 30 

0.0 01-21 S4 0 


Denklem sisteminin çözümü: Sı, — 0.53333, 5S, — 5.0, Ss, — 9.46666, S, — 17.1333, Ss — 30.0 
ve 542.86666 bulunurlar. z — 1.1 ilk aralığa denk geldiğinden, 0 < z < 2 aralığı için kübik 
polinomun katsayıları: 


ör” a — 0.7444, bı - 7 — 0.266666, ve c, - 6.9888 


olarak bulunur. Sonuç olarak kübik polinom, 


yla) — 0.74444(2 — 1)9 4 0.26666(2 — 1)? 4 6.98888(z — 1) — 3 


olur. Şimdi bu polinomda z yerine z — 1.1 alırsak interpole edilmiş değer -2.2977 bulunur. Eğer 
ikinci şarta dayandırılarak hazırlanan program ile bu problem çözülürse, o zaman interpole edilmiş 
değer -2.369472 bulunur. 


2.55 LAGRANGE İNTERPOLASYONU 


Farklı sebeplerden dolayı sayısal veya deneysel sonuçların eşit aralıklarla elde edilmesi mümkün 
olmamaktadır. Konunun başında incelediğimiz teknikler eşit aralıklar için geliştirildiğinden eşit 
olmayan aralıklar için farklı bir teknik arayışı içinde olacağız. Verilmiş (n 4 1) tane veri çiftimiz 
olsun. 


(20, Yo), (Z1,yı), (72,32)... (Zn: Vm) 


ve Denklem (2.24) ile verilen polinomun co, cı, €2,...,€n katsayılarını bulmak isteyelim ki her 
bir z; değeri için polinom yr'ya eşit olsun. 


Pnlz) sc toz*0o1?4... ke,” (2.24) 
yani, 


Pal(3k) ye (ks0,1,2,... n) (2.25) 
Şimdi n.ci dereceden Lagrange polinomlarını tanımlayalım, Z»(2). 


Lnl3i) 5 : ie a (2.26) 
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Program 2. Örnek 3 için hazırlanmış BASIC Ana Programı ve Kübik Spline interpolasyon 
işlemini yapan Alt Program. 


05 REM -- ORNEK 3. ICIN HAZIRLANAN ANA PROGRAM 10-70 SATIRLAR 
08 REM -- ARASINDA YER ALMAKTADIR. 

10 READ N 

12 DIN X(N) ,Y(N) ,C(N) ,B(N) ,A(N) 

13 DEF FNSPLINE(Z) »Y(1) #Z#(C(1) 424 (B(1) *Z*A(1))) 

15 FOR Isi TO N: READ X(I) ,Y(I): NEXT I 

20 INPUT "INTERPOLE EDİLECEK U NOKTASI? "; U 

26 FOR Isi TO N-i 

30 (OF (U>sX(1)) AND (U<eX(141)) THEN Kel 

35 NEXT 1 

40 DXsU-X(K) 

46 GOSUB 100 

48 IK 

55 PRINT "INTERP";FNSPLINE(DX) 

60 END 

66 DATA 6 

70 DATA 0,-7,1,-3,2,6,3,25,4,62,5,129 

80 REM ——mmmmmmm mmm mmm mm m m 
100 REM -- KUBIK SPLINE INTERPOLASYONU ISLENINI YAPAN ALT PROGAN 
110 REM 

120 REN C(I), B(I), VE A(i), Isi ,2,...,N KADAR HESAPLANIYOR. 
130 REM (KUBIK SPLINE INTERPOLASYONU ICIN 

140 REM 

150 REM (F(X)Y(1)46(1)4(X-X(i))4B(1)4(X-X(1))724A(1)4(X-X(1))73 
160 REM 

170 REM OIKEN 

180 REM 

190 REM 
200 REM N - VERI SAYISI (n>s2) 
210 REM X - VERİLERİN ABSISLERI, ARTAN SIRAYA GORE OLACAK. 
220 REM Y - X VERİLERİNİN ORDINATLARI, AYNI SIRAYA GORE. 
230 REN -- 
240 REM -- DIM C(N) ,B(N) ,A(N) DEYINI ANA PROGRANDA YER ALMALIDIR. 
2650 NMimN-i 

260 IF (N<2) THEN 700 

270 IF (N<3) THEN 640 

280 A(1)X(2)-X(1) 

290 B(2)(Y(2)-Y(1))/A(1) 

300 FOR 1-2 TO NMİ 

310 AÇI)sk(141)-X(1) 

320 C(1)24(A(1-1)4A(1)) 
330 B(141)(Y(141)-Y(I))/A(I) 
340 B(1)B(141)-B(I) 

360 NEXT 1 

360 C(1)-A(1) 

370 A(N)s-A(N-1) 

380 B(1)0 

390 B(N)0 
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400 IF (Ns3) THEN 460 

410 B(1)B(3)/(X(4)-X(2))-B(2)/(X(3)-X(1)) 

420 B(N)sB(N-1)/ (X(N) -X (N-2)) -B(N-2) / (X(N-1) -X (N-3) ) 
430 B(1)B(1)xA(1)“2/(X(4)-X(1)) 

440 B(N)-B(N)#A(N-1)“2/ (X(N) -X(N-3) ) 

460 FOR 12 TON 

460 TsA(I-1)/C(1-1) 

470 C(I)m6(1)-T#A(1-1) 

480 B(1)B(1)-T4B(1-1) 

490 NEXT 1 

500 B(N)B(N) /C(N) 

510 FOR IBsi TO NMİ 

520 IsN-IB 

530 ike mğmz m eyi 

540 NEXT 

650 1011-11) 0) «021 
560 FOR Isi TO NM 

570 er ANAMA ROMANA 04B(1)) 
580 A(I)s(B(141)-B(1)) /A(1) 

590 B(1)n34B(1) 

600 NEXT 1 

610 B(N)34B(N) 

620 A(N)sA(N-1) 


630 RETURN 

640 C(1)(Y(2)-Y(1))/(X(2)-X(1)) 
650 B(1)0 

660 A(1)0 

670 C(2)6(1) 

680 B(2)0 

690 A(2)0 

700 RETURN 


Polinom Lagrange polinomları cinsinden Denklem (2.27) ile verilir, ve Denklem (2.25) ve Denklem 
(2.26) ile verilen Lagrange polinomunun özelliğinden dolayı sağlar. 


Pn(2) — Lol2)yo * Lı(z)yı *... * Lal 2)yn 
ö D> Ealaln (2.27) 


Daha sonra Lagrange polinomları burada değinmeyeceğimiz bazı matematiksel işlemler 80- 
nunda en genel ifadesi Denklem (2.28) ile verilir. 


b (SEE) (k—0,1,2,...,n) (2.28) 
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Program 3. Lagrange interpolasyon işlemini yapan BASIC Alt Programı. 


100 REM -- LAGRANGE INTERPOLASYONU YAPAN ALT PROGRAM ---------- 
102 REM -- X(N) VE Y(N) DEGISKENLERI ANA PROGRAMDA DIM DEYINI ILE 
104 REM -- TANINLANMALIDIRLAR. T» INTERPOLE EDİLECEK NOKTA DIR. 
106 REM --- 

110 DIN L(N) 

120 FOR Ksi TON 

130 PAYsi : PAYDAsi 

140 FOR Isi TON 

150 IF (IsK) THEN 180 

160 PAYsPAY#(T-X(1)) 

170 PAYDAsPAYDA#(X(K)-X(1)) 

180 NEXT I 

190 L(K)sPAY/PAYDA 

200 NEXT K 

210 INTERPs0 

220 FOR Isi TON 

230 INTERPsINTERP#Y(I)4#L(I) 

240 NEXT I 

260 RETURN 


ÖRNEK 4. Aşağıdaki veriler için Lagrange polinomlarını bulunuz. 


kj|o 12 4 
Ik 


Çözüm: Dört veri değerimiz var, dolayısıyla n—4-1—3 polinomun derecesi olur ve Lagrange 
polinomları Lo(2), L1(2), L2(2), Ls(2)'ler bulunmalıdır. Denklem (2.13) ile verilen genel Lagrange 
polinom formülünü bu örneğe uygularsak, 


di — di (2—3)(7—6)(2-7) 
Lolz) - Z0o—TıMZ70 —79)170—7$ ii —20 ” 
. (z—-zo)z—z)2— 73 — (72—-2)(7—6)(7—7) 
Lıls) İsi e O — 2s) 12 : 


Isla) - 7-797 —zı)z —7zş  2-2)12-3)(7-7) 


72-—70)l723-ıMliz— iş Ni —12 ? 


— A - (2-2)(7-—3)(7—6) 
Lsl2) - 73 —TojlTs —TıMIs—7Iz mi 20 : 


polinomları bulunur. 
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ÖRNEK 5. Aşağıdaki verilerden hareketle /(7)'nin interpolasyon değerini bulunuz. 


Çözüm: Soruda hangi yöntemle interpolasyon işleminin yapılması belirtilmemesine rağmen 
zk'ların dağılımına bakınca 7lerin eşit olarak dağılmadığını görmekteyiz. O halde Lagrange inter- 
polasyon tekniğini kullanmalıyız. Buna göre, 


II) & P(7) & (1)L0(7) 4 (8)21(7) $ (7) £2(7) $ (11) (7) 


ifadesinden interpolasyon değeri hesaplanır. Buarada bilinmeyenler Lagrange polinomlarıdır. On- 
larda Denklem (2.28)'ten z — 7 için hesaplanabilirler. 


Lo(7) - 5 — 2 ) < 0.71429 
7-1)(7—4)(7—8 

Lı) eee e) “19 
7-1)(7—2)7—8 

Kİ Çe Çe 

il) zi 1-2 İSİ) zeki 


sonuç olarak, z — 7 için fonksiyonun interpole edilmiş değeri aşağıdaki şekilde bulunur. 


HI) — PAT) < (1)(0.71429) 4 (3)( 1.5) * (7)(1.25) $ (11)(0.53571) > 10.8571 


2.6 ÇİFT İNTERPOLASYON 


Çift interpolasyon iki değişkenli fonksiyonların kesikli dağılımlarına uygulanan metodtur. Örneğin, 
(Zi, yı) koordinatının fonksiyon değeri /(24, y;) — fi; olsun ve z'lera <z <b vey'lerdec <y<d 
gibi aralıklarda tanımlı olsunlar. Burada hem z hemde y ler eşit ve eşit olmayan aralıklarda 
dağılım gösterebilirler. Arzu edilen ve yukarıda belirtilen aralıkların içinde yer alan herhangi 
bir (z,y) noktasındaki fonksiyon değerinin bulunmasıdır. İnterpolasyon işlemi için ileri, geri, ve 
merkezi fark interpolasyon formülleri türetmek mümkündür. Fakat, biz burada daha ziyade La- 
grange interpolasyon formülasyonuna değineceğiz, çünkü Lagrange interpolasyonunun eşit olmayan 
aralıklarla dağılımlar için kullanılabilme avantajı vardır. Ayrıca interpolasyon işlemi için gerekli 
temel aritmetiksel işlem sayısıda en az olandır. 


BÖLÜM 2. İNTERPOLASYON VE EKSTRAPOLASYON 
Program 4. Çift Lagrange interpolasyonu işlemini yapan BASIC Alt ve Ana Programları. 


05 REM -- ORNEK 5. ICIN HAZIRLANAN HAZIRLANAN ANA PROGRAM 
10 READ N,M 

16 DATA 4,3 

18 DIN X(N) ,Y(M) ,FCN,M) 

20 FOR Isi TO N : READ X(1) : NEXT 

26 FOR Ji TO M : READ Y(J) : NEXT J 


80 FOR Jsi TO M: FOR Isi TO N: READ F(I,J): NEXT I : NEXT J 
35 DATA 0.0,0.1,0.3,0.5,0.2,0.4,0.6 
36 DATA 0.5,0.6,0.7143,0.7778,0.5,0.bbb6,0.6363,0.6923 


1 

37 DATA 0.6,0.5384,0.60,0.6470 

38 INPUT "X0,YO *;X0,Y0 

60 GOSUB 100 

60 PRINT “FONKSIYONUN (*;X0;*,";YO;*) NOKTASINDAKI DEGER! ";INTERP 

70 END 

100 REM -- CIFT LAGRANGE INTERPOLASYON ISLEMININI YAPAN 

110 REN -- ALT PROGRAM, GIRIS ICIN X(i), isi,2,..,N VE Y(j), j»1,2,..,N 
190 REM -- VE F(i,j) FONKSIYON DEGERLER! ILE (X0,YO) INTERPOLASYONUN 
130 REM -- YAPILACAĞI KOORDINATLAR GEREKLİDİR. CIKISTA "INTERP" DEGİSKENİ 
186 REM -- F(XO,YO) ICIN INTERPOLASYON DEGERINI TASINAKTADIR. 

138 REM 

140 DIM LX(N) ,LY(M) 

210 FOR Ksi TO N 

220 (O PAYmi : PAYDAs 

280 (o FOR Isi TON 

240 © IF (IsK) THEN 270 


250 PAYPAY*(X0-X(1)) 

260 PAYDAsPAYDA# (X (K) -X (1) ) 
270 NETİ 

280 LX (K) sPAY/PAYDA 

290 NEXT K 


310 FOR Ksi TOM 

320 PAYsi : PAYDAsI 
330 FOR Jsi TOM 

340 IF (JK) THEN 370 


350 PAYsPAY*(YO-Y(J)) 

360 PAYDAsPAYDA*(Y(K)-Y(J)) 
370 (NEXT J 

380 Oo LY(K)sPAY/PAYDA 

390 NEXT K 

400 FOR Jsi TOM 

405 TOPLANsO 


410 FOR Isi TON 

420 TOPLANsTOPLAN*LX(I)#F(I,J) 
430 NEXT 

440 INTERPsINTERP*LY (J) #TOPLAN 
460 NEXT J 

460 RETURN 
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Kısım 2.5 ile verilen formülasyon ve notasyonların ışığı altında çift interpolasyon formülü: 


N-—1I M-—I 
Pam Lu(y) > Lml 3) Jam (2.29) 


olarak verilmektedir. Burada M, z yönündeki veri sayısı, N ise y yönündeki veri sayısıdır. Lm(2) 
ve Ln(y)'ler z ve y hatları için hesaplanan Lagrange polinomları olup Denklem (2.28) ten hesa- 
planırlar. 


ÖRNEK 6. Aşağıdaki Tablo ile verilen veri gurubu için /(0.18, 0.35) değerini Lagrange inter- 
polasyon metodu ile hesaplayınız. 


Çözüm: Bu problem için M—1 —3 ve N—1 —2olup bu problemi çözen bir BASIC programıda 
burada verilmektedir. Çözüm 0.602272 iken interpolasyon değeri 0.6046836 olarak bulunmuştur. 


2.7 EKSTRAPOLASYON 


Eğer bir /(2) fonksiyonun sadece a < z < b aralığındaki değerleri biliniyorsa fakat bu fonksiy- 
onun z < a veya z > b deki değerleri araştırılıyorsa, o zaman ekstrapolasyon işlemi gereklidir. 
İnterpolasyon işleminin tersine fonksiyon değeri aranan z değişkeninin sadece bir tarafı sabit ve 
bilinmektedir. 


Eğer fonksiyon eşit olarak dağılmış kesikli bir şekilde verilmişse genellikle Gregory-Newton ileri 
veya geri fark interpolasyon formülleri ekstrapolasyon işleminde de kullanılırlar. Aralıktaki uç 
değerler temel olarak alınırlar. Anlamlı bir cevap alınabilmesi için dağılımın polinomsal interpo- 
lasyona uygun olması gerekir. Daha önce de tartışıldığı gibi fark tablosunda solda sağa doğru bir 
hat üzerinde gidildiğinde farkların küçülmesi sıfıra yaklaşması gerekir 


Eğer fonksiyon eşit olarak dağılmamış kesikli bir şekilde verilmişse o zaman Lagrange interpo- 
lasyon formülünde arzu edilen z değeri yerine konularak ekstralople edilmiş değer hesaplanır. 


ÖRNEK 7. Aşağıdaki şekilde dağılımı verilen fonksiyon için /(5.7) değerini bulunuz. 


Je) | 100.000 | 25.000 | 1L.1Lİ | 6.250 | 4.000 | 


Çözüm: Bu problemi çözmek için fark tablosunu oluşturmamız lazımdır. Fakat ileri yoksa geri 
fark tablosunumu oluşturmalıyız? mma iş edilecek z noktası 5.7, 5'ten büyüktür. Dolayısıyla 
1-5 noktasını temel olarak almalıyız. İleri fark tablosunu oluşturursak z — 5 satırında giriş 
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değerlerimiz az olacaktır. Fakat, geri fark tablosunda ise giriş değerlerinin en fazla olduğu yer ise 
bu hattır. O halde, geri fark tablosunu oluşturalım. 


Tablo 2.5: Örnek 6 için Geri fark Tablosu. 


Gregory-Newton geri interpolasyon formülünde 4 — İ ve öteleme içinde z—5.7—5 — 0.7 
alınırsa, 


157) 40 4(07)-225) 4 Eş) ş SA rp 
MUZ4| YEDE 45 666) 


— 4.0 — 1.575 4 1.564 — 3.436 4 22.62 — 23.163 


Tablo 2.5 ile verilmiş fonksiyon değerine bakıldığında fonksiyonun sürekli azaldığı gözlenmekte 
iken ekstrapolasyon sonucu bulunan değerin bu eğilime uymadığı görülmektedir. /(2) fonksiyonu 
(2) — 100/22 olduğu göz önüne alınırsa /(5.7)3.078 olarak bulunur. Bu da ekstrapolasyon ile 
hesaplanan değerin ne kadar yalnış olduğunu gösterir. Ayrıca geri fark tablosuna bakarken soldan 
sağa doğru bir hat üzerinde gidildiğinde fark değerlerinin attığını gözlemekteyiz. Gregory-Newton 
interpolasyon formülünde de ilave edilen her terimin boyutunun gittikçe arttığı görülmektedir. 


jinal Fonksiyon Değ 
Lineer terpolasyon 
İkinci Derceden İnterpolasyon 
Üçüncü Derceden İnterpolasyon 
Dördüncü Derceden İnterpolasyon | 23.163 


Tablo 2.6 ise Gregory-Newton geri interpolasyon formülünde /(0) teriminden sonraki terimlerin 
ilavesiyle elde edilmiştir. İlk iki terimin toplamı (4-1.575) lineer interpolasyona eşittir. İlk üç 
terimin toplamı ikinci dereceden polinomsal interpolasyona eşittir. Tablo 2.6 danda görüldüğü 
üzere interpolasyon formülünde ne kadar az terim ilave edilerek hesap yapılırsa hata da o derece 
az ve ekstrapolasyon işlemi de daha güvenli olmaktadır. 
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ÖZET 


En doğru değeri elde etmek için interpolasyon yapılacak noktaya en yakın ve girdi değerlerin 
en fazla olan fonksiyon değeri temel alınmalıdır. Öteleme miktarı / değerini (aralık genişliğini) 
geçmemelidir. Fark tablosunda soldan sağa doğru bir hat üzerinde gidildiğinde fark değerleri 
büyüyor ise o zaman interpolasyon veya ekstrapolasyon işlemi sonunda hesaplanan değer sağlıklı ol- 
mayacaktır ve az terim ile yapılacak interpolasyon veya ekstrapolasyon işlemi daha doğru bir 
davranış olacaktır. Veriler eşit aralıklarla dağılmamış ise o zaman Lagrange interpolasyon işlemini 
uygulayınız. İnterpolasyon metodlarından kübik spline metodu birçok durumda tercih edilir. 

zellikle belli bir aralıkta sıkça interpolasyon yapılacaksa, o zaman kübik katsayılar hesaplanır 
ve hafızada tutulur ve interpolasyon değeri arzu edilen noktanın bulunduğu aralık tesbit edilip, 
o aralık için geçerli olan kübik polinomdan interpolasyon değeri hesaplanır. Çift interpolasyon 
için Lagrange interpolasyon metodu hem eşit hem de eşit olmayan aralıklarla dağılımı bilinen iki 
değişkenli fonksiyonların interpolasyonunda kullanılmaları tercih edilmelidir. 


PROBLEMLER 


2.1 Aşağıdaki şekilde verilen değerler gerçek Termodinamik değerler olup /(0.23) ve /(1.37) 
değerlerini bulunuz. 


2.2 Tablo olarak verilmiş fonksiyonun z — 2.2 deki değerini bulunuz. İleri, geri ve merkezi inter- 
polasyon formüllerini kullanarak elde edeceğiniz sonucları karşılaştırıp sonuçlar üstüne tartışınız. 


ATI TI: İTE T EE 
HALAM ELA EMELE EE A EE KRM 


2.3 Aşağıdaki şekilde verilen fonksiyonun z —4.3'teki değerini bulunuz. 


ETT T207381 5 1 
İm 0s j0 


2.4 Aşağıdaki şekilde verilen fonksiyonun z —1.09, 0.93, 1.42, 0.21'deki değerlerini bulunuz. 


2.5 Aşağıda z değerleri verilen veri gurubu için Lagrange polinomlarını çıkartınız. 


ESLİIRSEZE NEN 
2.6 Nikel içeren alaşımlı çeliğin değişik oranlarda Ni içermesi durumundaki ısı iletim katsayısı k 


(W/m *C) aşağıda bir Tablo ile verilmektedir. 95 55 ve oranında Ni içeren çeliğin ısı iletim kat- 
sayısını bulunuz. 
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NI TT TT 
DE İmer İs İs so 


2.7 Krom içeren alaşımlı çeliğin değişik oranlarda Cr içermesi halinde, sıcaklığın fonksiyonu olarak 
ısı iletim katsayısı k |W/m 9C| aşağıda bir tablo ile verilmektedir. Buna göre 9p 3.75 Cr içeren 
alaşımın 150 ve 875 9C ve © 23 Cr içeren alaşımın 500 9C taki ısı iletim katsayılarını hesaplayınız. 


2.8 Sülfirik asit çözeltisi asit konsatrasyonu ve sıcaklığın fonksiyonu olarak yoğunluğu p |g/m9) 
aşağıda bir tablo ile verilmektedir. Buna göre 95 20 asit içeren çözeltinin 85 9C taki ve “6 93 asit 
içeren çözeltinin de 50.5 9C taki yoğunluklarını hesaplayınız. 


2.9 (2;,y;) veri çiftlerinin fonksiyon değerleri fi,; olarak alınırsa, bu notasyona uygun olarak ve 
merkezi farklar ile çift interpolasyon formülü türetiniz. 


İPUCU: /(2, y) fonksiyonunun (20, yo) daki Taylor serisi 


© 0 hi k 
> e-mizt lag) evi) 


Ayrıca, 
özlüşi)ai S Jişii — fi Ve Öylüğeiye S fişe — İğ 
alınız. Dolayısıyla, 


âf ME a öf — İt — İh j- 
(5) af di 2hz (35) in 3, | 


şeklinde yazılabilirler. Burada h,, 7 ve h, de y yönündeki eşit aralık genişliğini vermektedir. 


Bölüm 3 


LİNEER OLMAYAN, | 
DENKLEMLERİN ÇÖZÜMÜ 


Lineer olmayan denklemlerin çözümü tipik olarak aşağıdaki şekilde verilen ifadeleri sağlayan z 
değerlerinin bulunmasını içeren işlemlerdir. 


tanCz—7z 
z” sinh(sin 2) — 229 45 


Bu denklemlerin köklerinin bulunabilmesi için ifadeler genellikle bir tarafta toplanırlar. 


İla) tanCz—-z-0 


gz) —  sinh(sinz) — 279—5—0 


Köklerinin bulunması artık /(z) veya 4(z) fonksiyonlarını sağlayan z değerlerinin bulunması ile 
eşdeğerdir. Lineer olmayan denklem sistemlerinin ortak çözümleri aranırken aynı şekilde fonksiy- 
onlar oluşturulur, ve bu fonksiyonların ortak kökleri aranır. Örneğin, 29 4-y3 — 1 vesin(z4y) — 0.1 
olarak verilen denklem sistemi, /ı (2, y) — 79 *y*—1 ve /2(7,y) —sin(z4-y)—0.1 şeklinde yazılır. 


3.1 YARLARALIK ARAMA METODU 


Bu metodta /(2) fonksiyonunun en az bir kökü |a,0| aralığının içinde yer almalıdır. Böyle bir 
aralığı saptamanın yolu fonksiyonun sınırlardaki değerlerinin incelenmesinden geçer. Eğer /(a) 
positif ise /(b) negatif veya tersi söz konusu olmalıdır. Metodun amacı, aralığı tam orta nok- 
tadan keserek o noktadaki fonksiyon işareti incelenir. Eğer işaret pozitif ise pozitif işaret taşıyan 
aralık değeri negatif ise negatif işaret taşıyan aralık değeri atılarak aralık daraltılır. Bu işlem 
aralık genişliği e gibi küçük bir değere ulaşıncaya kadar devam ettirilir ve kök bu € hassasiyetinde 
hesaplanmış olur. 
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Tablo 3.1: Örnek | ile verilen problemin çözüm aşamaları. 


R -0.00052 
0.4376 | 0.46875 | 0.453125 | 0.0112 | -0. R -0.00019 
0.4375 | 0.453125 | 0.445312 | 0.0112 | -0. > 0.000056 


Bu metod için olası bir algoritma şu şekilde verilmektedir: 

1. Sınır değerleri (a ve b) ve kökün bulunması istenen hassasiyet (€) saptanır. 
£. Uç noktalarda fonsiyon değerleri, yani, /(a) ve /(b) hesaplanır. 

3. Aralığın orta noktası, z — (a * b)/2, için fonksiyon değeri, /(2), hesaplanır. 


4- |f(z)l < e ? sorusuna cevap aranır. Eğer z değeri fonksiyonu e yakınlığında sıfır yapıyor ise, 
kök bulunmuştur ve işlem sona erdirilir. 


5. Henüz kök bulunmamış ise /(a) - /(z) > 0 durumunda a — z ve /(a) — /(2); /(a): f(x) <0 
durumunda ise b — z ve /(b) — /(2) alınıp, işlem aşama $.'e gönderilir. 


Bu işlemler kök bulununcaya kadar devam ettirilir. 
ÖRNEK 1. Aşağıdaki denklemin (0,1) aralığındaki mevcut kökünü bulunuz. 


J(2) e -sin(7z/2)0 


Çözüm: Çözüm Tablo 3.1 de algoritmanın aşamalarını özetleyecek şekilde hazırlanmıştır. En 
son sütundaki değerlerin küçüldüğüne dikkat ediniz. Sondan bir önceki sütunda benzer şekilde 
küçülmektedir. Kök bulunduğunda yedinci sütunun en son değeri e dan küçük olması gerekir. 


Bu örnekte verilen fonksiyonun gerçek kökü 0.44360352 dir. İşlemler biraz daha devam ettir- 
ilecek olursa yavaş yavaş kökün değerinin daha hassas hesaplandığı görülecektir. 


Yarı-aralık arama yönteminde kökün e hassasiyette bulnabilmesi için yapılması gereken işlem 
sayısı aşağıdaki bağıntı aracılığıyla tahmin edilebilir. 


(6—a) <E 
nt 
Burada a ve b başlangıçta seçilen aralık uç değerleri, e hata sınırı, ve n de işlem sayısını belirtmek- 
tedir. Yarı-aralık metodu ile kökün bulunması için gereken işlem sayısı oldukça fazla olabilmek- 
tedir; özellikle seçilen aralık geniş ise; bu nedenle aralık genişliğinin mümkün olduğu kadar dar 
tutulmasında fayda vardır. Aralık dar tutulamaz ise, başka metodlara başvurmak gereklidir. 
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Program 1. Yarı-Aralık Arama yöntemi ile kök bulma işlemini yapan BASIC Programı. 


10 REM -- YARI-ARALIK ARAMA YONTENI ILE KOK 
20 REM -- BULMA ISLEMINI YAPAN PROGRAM 

30 REM -- 

40 READ A,B,EPS 

50 DATA 0,1,1.E-5 

60 PIsA*ATN(1) 

70 DEF FNF(X)sEXP(-X)-SIN(0.54PI*X) 

80 FAsFNF(A) 

90 FBsFNF(B) 

100 IF ((FA>O) AND (FB>0)) OR ((FA<O) AND (FB<0)) THEN 250 
105 PRINT TAB(5);*1“;TAB(12) ;*X*;TAB(30) ;*F" 


120 1-141 

130 X»0.54*(A1B) 

140 FsFNF(X) 

150 PRINT TAB(4) ;1;TAB(10) ;X;TAB(25) ;F 
160 IF (ABS(F)<EPS) THEN 230 

170 IF (F#FA<O) THEN 190 

180 IF (F#FAsO) THEN 230 ELSE 210 

190 BsX : FBsF 

200 GOTO 120 

210 AsX : FâsF 


220 G0TO0 120 

230 PRINT : PRINT “KOKm",X 

240 STOP 

260 PRINT : PRINT "(“;A;*,*;B;“) ARALIGINDA KOK YOKTUR." 
260 END 


Bu örnek için verilen BASIC programı sadece 70inci satırdaki DEF FNF(x) deyiminde fonksiy- 
onun değiştirilmesiyle başaka fonksiyonlarında kökleri hesaplanabilir. 


3.2 NEWTON-RAPHSON METODU 


Herhangi bir /(2) fonksiyonunun kökü olamayan zo gibi köke yakın bir değeri ele alalım. /(2)'i 
zo'da Taylor serisine açalım. 


Ha) ao) le - ze)/'leo) EŞ laa) 4... 81) 


Eğer /(2) — 0 alınırsa, o zaman z Denklem (3.1)'in sağ tarafının kökü olacaktır. Malesef, bu 
denklem derecesi sonsuz olan bir polinomdur. Buna rağmen kök için bir yaklaşık değer serinin ilk 
iki teriminin alınmasıyla elde edilebilir. 


0 ((zo) tx 20)/"(20) (3.2) 
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Tablo 3.2: Örnek 2 için Newton-Raphson metodu ile çözüm aşamaları. 


ale Mp mii. 
U U e U.3S88YU 
0.3889 | 0.1042 0.05300 
0.4419 | 0.0031 0.00167 


0.4435 | 0.0002 0.00012 


Denklem (3.2)'den z terimini çekersek, 


İz 
2-0-7) > (8.3) 
veya 6 terimini de tanımlayarak, / 
Z 
2-10 —ÖZ-EL (8.4) 


bulunur. Fakat bu formül ile hesaplanan kök ilk aşamada /(z) denklemini sağlayamayabilir. Bu 
nedenle işlem bir kaç kere tekrarlanmalıdır. En genel ifade Denklem (3.5) ile verilmektedir. 


(n) 
zinti) ça) şet) “İğ (3.5) 


Burada üstel şekilde gösterim n.nci aşamadaki z değerini belirtmektedir. Genellikle kök için bir 
tahminde bulunulur ki z(©) bu başlangıç tahmin değerini göstermektedir. 


Newton-Raphson metodu için aşağıda bir algoritma verilmektedir: 
1. Kök için tahmin değeri, 71“), ve kökün bulunması istenilen hassasiyet (e) saptanır. 
2. Fonksiyonun /(2(”)) ve /'(z(»)) değerleri hesaplanır. 


8, ölnt1) — — f(e())/ f'(z(8)) formülünden birbirini takip eden aşamalarda bulunan kök ara 
değerleri arasındaki fark bulunur. 


4. geti) x zle) 4 öle$1) formülünden de (n * 1).nci aşamada kök için bulunan ara değer 
hesaplanır. 


5. Eğer |6(*t0)J < e ise, kök 2(*t1) dir. Eğer kök bulunmamış ise, işlem Z.nci aşamaya 
gönderilerek 2-5 aşamaları kök bulununcaya kadar devam ettirilir. 


ÖRNEK 2. Şimdi örnek 1'de çözülen problemi bir de Newton-Raphson metodu ile çözelim. 


Çözüm: Algoritma'da izlenen aşamalar burada da bir tablo ile (Tablo 3.2) özetlenmektedir. 
Kökün yarı-aralık arama yöntemine oranla daha çabuk yakınsadığı görülmektedir. (Başlangıçtaki 
tahmin değeri, 2(9) 0 ve e — 0.001 alınmıştır.) 


Newton-Raphson metodu ile kök bulmak için verilen Program 2 de yalnızca DEF FNF ve FNP 
ile verilen kısımlar değiştirilerek arzu edilen fonksiyonun kök veya kökleri XO'ın değiştirilmesiyle 
bulunur. 
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Program 2. Newton-Raphson metodu ile bir bilinmeyenli bir denklemin kökünü hesaplayan 
BASIC Programı. 


10 REM -- NEWTON-RAPHSON YONTEMI ILE KOK BULMA ISLENINI 
20 REM -- YAPAN PROGRAM. X0- KOK ICIN BASLANGIC TAHMINI, 
30 REM -- EPS » YAKINSANA ICIN KULLANILACAK KRITERDİR. 

32 REN -- FNF(X) - KOKU ARANAN FONKSIYON 

34 REM ---FNP(X) » D(FNF(X))/DX, YANI FNF'IN WE GORE TUREVIDIR. 
36 REN -- 

40 READ X0,EPS 

50 DATA 0,1.E-5 

60 PIs4*ATN(1) 

70 DEF FNF(X)sEXP(-X)-SIN(0.54#PI#X) 

80 DEF FNP(X)-EXP(-X) -0.54P14C0S(0 .5#PI#X) 

90 PRINT TAB(6);"1*;TAB(16) ;"X*:TAB(30) ;"F" 


110 XsX0 :; 10 

120 FsFNF(X) 

130 PRINT TAB(4) ;1;TAB(10) ;X;TAB(26) ;F 
140 DELTAsFNF(X)/FNP(X) 

150 XsX-DELTA 

160 1m141 

170 IF (ABS(DELTA)>EPS) THEN 120 

180 PRINT : PRINT ; PRINT "KOK»";X 
190 END 


3.3 NEWTONUN DEĞİŞTİRİLMİŞ METODU 


Newton-Raphson metodu ile katlı köklerin bulunmasındaki zorluk bizi Newton'un değiştirilmiş 
yöntemini incelemeye itmektedir. Daha önce incelediğimiz /(2) fonksiyonun köklerini bulmayı arzu 
ediyoruz. Denklem (3.6) ile verilen yeni bir u(2) fonksiyonu tanımlıyoruz. 


jJ (2) (3.6) 


uz) — 


Bu fonksiyonun da kökleri /(z) fonksiyonunun kökleri olacaktır. Çünkü, /(2)'i sıfır yapan 
değerler u(2)'i de sıfır yapacaktır. Şimdi, eğer /(z)'in z — e'de katlı kökü varsa (/(2)  (2—c)" 
şeklinde olsun), o zaman u(z) Denklem (3.6) gereğince basit kökü olan bir fonksiyona indirgenecek- 
tir. Şimdi u(2)'e artık normal Newton-Raphson metodunu uygulayabiliriz; yani, Denklem (3.5)'i 
uygularsak, 


ulz(») 
giti) piş zin) — giti) — miş (8.7) 


elde edilir. Burada w'(2), /(z) ve /'(z) cinsinden Denklem (3.8) ile ifade edilebilir. 


vi) sı İ 5 si : (3.8) 
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Tablo 3.3: Örnek 3 için Değiştirilmiş Newton-Raphson metodu ile çözüm aşamaları. 


U 


0.00876 


-0.00123 
4.70001 -0.1X10-3 
4.70000 | -0.507x10-“ 


Bu yöntem için aşağıda bir algoritma verilmesine rağmen siz bazı ufak tefek değişikliklerle kendi 
algoritmanızı hazırlayabilirsiniz. 


1. Kök için tahmin değeri, z(©) ve kökün bulunması arzu edilen hassasiyet (e) saptanır. 

2. Sırasıyla /(2(»)), /'(2(")) ve u(2(»)) — /(2(»))//"(z(») yi hesaplanır. 

3. Daha sonra u',u'(2(”)) — 1 — /(2(»)) /”(x0)) /(/(z1)))2 ifadesinden hesaplanır. 

4. öt) — —u(z0n)) /u'(x0»)) formülünden birbirini takip eden aşamalarda bulunan kök ara 
değerleri arasındaki fark bulunur. 

5. giti) — zle) 4 öle41) formülünden de (n * 1).nci aşamada kök için bulunulan ara değer 
hesaplanır. 


6. Eğer |6(8*0)| < e ise, kök 2("t1) dir. Eğer kök bulunmamış ise, işlem Z.nci aşamaya 
gönderilerek 2-6 aşamaları kök bulununcaya kadar devam ettirilir. 


ÖRNEK 3. /(2) — 29 — 12.427 4 50.444z — 66.552 fonksiyonunun 4 < z < 6 aralığındaki 
kökünü e - 10-9 yakınlığında bulunuz. Başlangıç tahmin değerini 2(©) — 4.5 alınız. 


Çözüm: Polinomun belirtilen aralıkta bir katlı kökü olması nedeniyle Newton'un değiştirilmiş 
yöntemini uygulayalım. Ara işlemler Tablo 3.3 te özetlenmiştir. Sadece dört işlemde katlı kökün 
7 -4.7 olduğu görülmektedir. 


3.4 TERS İNTERPOLASYON İLE KÖK BULMA 


Kökün bulunduğu aralıkta /(z) fonksiyonunun z değişkenine bağlı olarak tablosunu oluşturalım. 
Oluşturulan tablodaki değerlerin eşit aralıklar ile hazırlanması şartını koşmuyoruz. Daha önceden 
gördüğümüz gibi, interpolasyon işlemi tablo halinde verilmiş fonksiyon değerlerinden herhangi bir 
z değerine denk gelen fonksiyon değerini bulmaktı. Diğer taraftan, kök bulma işleminde ise amaç 
İ(z) fonksiyonunun sıfır olduğu z değerini bulmaktır. Bu anlamda kök bulma işlemi bir ters 
interpolasyon olayı olarak ta algılanabilir. Bu interpolasyon işlemini bir örnek ile açıklayalım. 
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Tablo 3.4: Ters interpolasyon için hazırlanan veri seti. 


-0.2352402 


-0.0655030 
#*0.1721513 


ÖRNEK 4. /(2) — tan(z) — 2z denkleminin kökünü bulunuz. 


Çözüm: Bu /(2) fonksiyonunun 0.05 lik aralıklarla fonksiyon değerlerini bulalım ve tablo 
halinde gösterelim. Yalnız, bu tablo'yu Tablo 3.4 şekilde hazırlamak problemi algılamak ve çözmek 
bakımından daha uygundur. 


Şimdi, / — 0 yapan z(/) değerini arıyoruz. Bu örnekte Lagrange interpolasyon işlemini uygu- 
larsak, 


2 Ps(/) — (1.05)20(7) * (1.10)1(4) 4 (1.15)22(7) * (1.20)25(7) 
formülünde Lagrange polinomlarını / — 0 için hesaplayıp yukarıdaki formülde yerine koyarsak, 
kök için interpolasyon yoluyla bir tahminde bulunmuş oluruz. Lagrange polinomları ise / — 0 için 
hesaplanmış ve aşağıda verilmiştir. 


Lo(0) — 0.14184, Z1(0) - —0.47895, Za(0) - 1.22976, Ls(0) — 0.10734 


Sonuç olarak 7-1.16556 bulunur ki bu cevap ile yapılan hata (yani, gerçek kök ile bulunan kökün 
arasındaki farkın mutlak değeri) 4.2 x 10-* tür. 


3.5 BAIRSTOW METODU 


Reel katsayılı polinomun köklerini bulmak için uygulanan metodlardan biri de Bairstow Metodu 
dur. n.nci dereceden polinomun genel ifadesi Denklem (3.9) ile verilmiş olsun. 


karl t037724... $0n-ı7 tün 20 (3.9) 
Bu denklemin şu özellikleri vardır: 


(a) Polinomun n tane tek ve/veya tekrarlayan kökü vardır. 
(b) Eğer n positif tek sayı ise en az bir tane reel kökü vardır. 
(c) Komplex kökler her zaman eşlenikleri ile beraber mevcutturlar. 


Bairstow metodunda amaç polinomu ikici dereceden denklem çarpanına ayırmaktır. Yani, 


1 ka 2'İ 4037724... sün (27 4p240)(2 2 4b,29 4... b, ş74bn 3) Rx 4S (3.10) 
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Burada R ve S polinomun ikinci dereceden denkleme bölünmesinden arda kalan birinci dereceden 
polinomun katsayılarıdır. Denklem (3.10)'un sağ tarafı çarpılıp sol tarafta 7'in aynı kuvvet- 
lerine denk gelen katsayılar eşitlenerek devam ettirilen matematiksel işlemler sonunda p ve g'u 
iteratif olarak bulan bir metod ortaya çıkartılır. Amaç R ve 5'nin değerlerini sıfırlamaktır. 
Böylece polinom ikinci dereceden polinomların çarpanları şeklinde yazılabilir. Bairstow metodunun 
aşamaları ve formülasyonu matematiksel türetmelere girmeden şöyle sıralayabiliriz. 


1. Polinomun katsayıları (ap'ları), ve p ile g için başlangıç değerleri temin edilir. 


2. b, katsayıları k — 2(1)n'e kadar öy — ap — pbx, — göz ifadesinden hesaplanır. (b, — O 
ve bol alınır.) 


3. Ara işlemler için gerekli olan ce, katsayıları & — 2(1)m'e kadar cx — bk — pek. 1 — g€k-> 
ifadesinden hesaplanır. Burada da c., — 0 ve cp >İ alınmalıdır. 


4. Ön-ı Z€n-ı — bu jı değeri hesaplanır. 
5. 2.nci ve $.ncü aşamalarda hesaplanan Ca -3, €n—2, Ön—i; Ön Ve b, —ı değerlerini kullanarak 
Ap ve Ag farkları aşağıdaki formüllerden hesaplanır. 


Ap — e e Ün€n—3 i Ag — — e Du —-1Ön—i 
n—2 7 Un—iln—$ n—2 7 Un—1Cn—83 


6. Yeni p ve g değerleri, 
Dişi pi tp, Ve  gişı zg Aş 


ifadeleri yardımıyla hesaplanır. Burada i iterasyon sayısıdır. 
7. İşlemin yakınsayıp, yakınsamadığını aşağıda verilen test ile saptanır. 


M —|Ap| *|Ay| < e 


Eğer kriter sağlanmıyor ise o zaman işlem £.nci aşamaya gönderilir, ve işlemler kriter sağlanıncaya 
kadar tekrarlanır. 


Şimdi bu yöntemi daha iyi anlamak için bir örnek problem alarak bu iteratif işlemler sonucu 
köklerin nasıl bulunduğunu görelim. 


ÖRNEK 5. Aşağıdaki polinomun köklerini Bairstow metodunu yardımıyla bulunuz. p ve 4 
için başlangıç değeri olarak sıfır alınız. 


17 41.529 — 1175 4 1529 — 7629 4 43.572 —64z430—0 


Çözüm: Problemin çözümüne başalamak için p — g — 0 alıyoruz. Ayrıca polinom yedinci 
dereceden olduğu için n — 7 dir. O halde, algoritma ile verilen aritmetiksel işlemleri yakınsayıncaya 
kadar yaparsak, verilen polinomu ikinci dereceden polinom çarpanına ayırmış oluruz. İterasyon 
işlemlerinin sadece ilk dört iterasyonu Tablo 3.5 te verilmektedir. p ve g'nun sırasıyla O ve 1'e 
yakınsadıkları görülmektedir. Toblo daki ö4'lar k — 1(1)5 ise beşinci dereceden polinomun kat- 
sayılarıdır. İterasyon işlemi yakınsadığında aşağıdaki değerleri alırlar. 


bo — İl; bı — 15, b> z -12, bs — 13.5, db, — —64, bs —30 


3.5. BAIRSTOW METODU 45 


Tablo 3.5: Bairstow Metodunun ilk dört iterasyonu. 


1. İterasyon 


Ap — —0.26635 | -11.21919 | -11.36744 
10.793610 | 6.36403 
Ag — 0.689655 | -65.38770 | -55.8531 | Ag — 0.245621 
p - —0.26635 | 18.64014 | -0.62529 | p — 0.0878708 
g — 0.689655 | -13.94021 | 24.41262 | g — 0.9352765 
13.43177 


—49.13731 
-12.05936 | -13. Ap — —0.086206 | -11.99373 
14.7389 ; 13.653476 
-66.0163 i Ag — 0.05596 -64.1339 | -51.2804 | Ag— 0.00873 
35.5159 is p — 0.001664 30.190638 | 18.309 | p — —0.000010 
-5.3773 | 43.7599 | g 0.991236 -0.47842 | 50.322 | g — 0.9999674 
-2.7447 0.00747 


Polinomun çarpanlara ayrılmış şekli 
(22 412” 41.529 — 1279 4 13.57? — 647 4 30) 


olur. Tablo 3.5 incelendiğinde bx'ların da yukarıda verilen değerlere yakınsadıkları görülmektedir. 
be ve by ise bölümden arta kalan terimlerin miktarlarını göstermektedir. Birkaç iterasyon sonra bu 
değerlerinde sıfır olmaları gerekir; yoksa, bölme işlemi tam olarak gerçekleşmiş olmaz. Bulunan bu 
bu'ları ar'lara eşitleyip n — 5 aldıktan sonra, tekrar Bairstow metodunu uygularsak, bu kez beşinci 
dereceden polinomu ikinci dereceden polinom çarpanına ayırırız, ve işlemleri geriye sadece birinci 
dereceden bir polinom kalıncaya kadar devam ettirip bütün kökleri bulabiliriz. Polinomun ikici 
dereceden çarpanları bulunduktan sonra, ikinci dereden denklemlerin köklerini reel veya kompleks 
hesaplanabilir. Polinomun kökleri Bairstow metodunun üç kez uygulandıktan sonra, 


712“ di, 13,4 42ı, işs- 3, 76 — 0.5, 17 -—5 


olarak bulunur. 


Bairstow metodu reel katsayılı polinomların köklerinin bulunmasında uygulanan oldukça etkili 
ve verimli bir metodtur. Program hazırlarken ikinci dereceden denklemin reel ve/veya kompleks 
kökleri de hesaplayacak bir alt programa gerek vardır. Bu nedenle, Program 3 te Bairstow metodu 
yardımıyla n.nci dereceden polinomun bütün köklerini bulan BASIC programı, ikici dereceden 
denklemin köklerini bulan alt program ile beraber verilmiştir. 
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Program 3. Bairstow metodu ile bir polinomun köklerini hesaplayan BASIC Ana ve Alt 
Programları. 


04 REM -- ORNEK S'IN COZUMU ICIN HAZIRLANAN ANA PROGRAM 

06 REM -- 10-70 SATIRLAR ARASINDA YER ALMAKTADIR. 

08 REM -- 

10 INPUT N 

15 DIM A(N) ,B(N) ,C(N) 

20 FOR Isi TO N: READ A(I): NEXT 

25 DATA 1 .5,-11,15,-76,43.5,-64,30 

30 GOSUB 100 

35 PRINT “Pet;Pp #Getg 

38 GOSUB 400 

40 PRINT : PRINT "KATSAYILAR" 

46 FOR Isi TO N: PRINT B(I); : A(1)-B(1): NEXT I 

50 PRINT : PRINT  “--—--—mmm mmm mmm mmm mmm ": PRINT 
60 NsN-2 

66 IF (N>-8) THEN 30 

70 END 

80 REM -- BAIRSTOW METODU ILE N.CI DERECEDEN POLINOMUN IKINCI 

85 REM -- DERECEDEN POLINOM CARPANLARININ BULUNMASI ISLEMINI YAPAN 
90 REM -- ALT PROGRAM. 


96 REM -- 
100 PO : (0 : EPS»0.00001 
110 REN ------ BK) 'LARI HESAPLA ---------- 


120 B(1)A(1)-P 

130 B(2)A(2)-P*B(1)-0 

140 FOR 1-3 TON 

150 B(I)A(1)-P*B(1-1) -0*B(1-2) 
160 NEXT I 


176 C(0)1 

180 C(1)B(1)-P 

190 C(2)B(2) -P*G(1)-0 

200 FOR Is3 TO N-i 

210 C(1)B(1)-P#C(1-1) -0*C(1-2) 

220 NEXT I 

230 C(N-1)G(N-1)-B(N-1) 

240 DELPs(B(N-1)*C(N-2) -B(N) #C(N-3) ) / (G(N-2) “2-C(N-1)*C(N-3)) 
250 DELOs(B(N) #C(N-2) -B(N-1)*C(N-1))/(C(N-2)72-C(N-1)4C(N-3)) 
260 PmP*#DELP 

270 (04DELG 

280 CHKsABS(DELP) *ABS (DELO) 

300 IF (CHK<EPS) THEN 310 ELSE 120 

310 RETURN 

400 REM -- IKINCI DERECEDEN DENKLEMİN KOKLERININ BULUNMASI İSLEMİNİ 


410 REM -- YAPAN ALT PROGRAM. IKICI DERECEDEN DENKLEN 
430 REN -- 2 4P4X4010 

440 REM -- FORMUNDADIR. 

450 REN -- 

460 DELTAsP*P-440 
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470 IF (DELTA<O) THEN 540 

480 DELTA-SOR(DELTA) 

490 Kim0,6#(-P#DELTA) : X250.65#(-P-DELTA) 
500 PRINT : PRINT 

610 PRINT "Xe" Xi ,9Xes X2 

520 PRINT : PRINT 

580 RETURN 

540 DELTAsSAR(-DELTA) 

6650 REs-0.65#P : INs0.6#DELTA 
660 PRINT : PRINT 

570 PRINT "Xm* RE;"4" IM," j» 
580 PRINT "Xe“;RE,“-* IM; ji» 
590 PRINT : PRINT 

600 RETURN 


ÖZET 


Köklerinin bulunması arzu edilen bir fonksiyonun, bu bölümde işlenen yöntemlerden birinin 
uygulanmasiyle bulunabilir. Newton-Raphson veya değiştirilmiş Newton yöntemleri yarı-aralık 
arama yönteminden daha çabuk ve daha az işlemle kökün bulunmasını sağlarlar. Newton'un 
yöntemlerinde başlangıç tahmin değeri istenildiği gibi seçilebilir. Eğer fonksiyonun tek kökü var 
ise, bu tek kökü; birden fazla kökü var ise, tahmin değerine en yakın kök bulunur. Böylece tahmin 
değerleri geniş bir aralıkta değiştirilerek diğer kökler de bulunabilir. Ayrıca tahmin değerleri kök'e 
ne kadar yakın seçilirler ise, kökü bulmak için yapılan işlem sayısıda o derece azalacaktır. 


Lineer olmayan denklem sistemleri de bilinmeyenler yok edilerek bir bilinmeyenli bir den- 
kleme indirgenebilirler ise, o zaman, bu yöntemler bu tür denklem sistemlerinin çözümlerinde kul- 
lanılabilirler. Aksi takdirde çok değişkenli fonksiyonların Taylor serilerinden faydalanarak Newton- 
Raphson formülasyonu bulunmalıdır. Polinomların köklerinin bulunması için Bairstow metodun- 
dan başka metodlar da mevcuttur fakat Bairstow metodu ile komplex kökleri de bulabilmemiz 
bu metodu birçok uygulamalar için yeterli kılmaktadır. Eğer polinomun köklerinin tümünün reel 
olduğu biliniyorsa, o zaman, Newton-Raphson metodu da kullanılarak ve başlangıç değerlerinin 
değiştirimesi ile bütün reel kökler bulunabilir. 


PROBLEMLER 


3.1 yİB.0892'yi kök bulma yöntemlerinden birini kullanarak hesaplayınız. 
3.2 /(2) — coszcoshz — 1 fonksiyonunun en küçük pozitif kökünü bulunuz. 
3.3 Aşağıdaki şekilde verilen polinomların bütün köklerini bulunuz. 


(a) (la) - 29 — 8.629 — 35.537? 4 464.47 — 998.46 
(b) /(2) — 29 — 821 — 532? 4 647 — 846 
(©) (2) 2? 4 629 — 0.529 4 4.479 — 379 4 67? — 100 
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3.4 ((2) — 72 — 2xe“$ 4 e-23 fonksiyonunun bir tane katlı kökünü bulunuz. Başlangıç değeri 
olarak z(9)—1 alınız. 

3.5 /(8) e-15*(3sin3t) 4 0.3sin 4t fonksiyonunu maksimum yapan t değerini bulunuz. 

3.6 Aşağıda tablo halinde verilen fonksiyonun ters interpolasyon yöntemiyle kökünü bulunuz. 


-0.02724 
-0.06604 
-0.10327 


3.7 İki bilinmeyenden oluşan iki lineer olmayan denklemden oluşan sistemi Newton-Raphson 
metodu ile çözmek için Newton-Raphson formülasyonunu türetiniz ve bunu n Xx w'lik sistemlere 
genelleştiriniz. 


İPUCU: Birinci denklemi /1 (2, y) - 0 ve ikinci denklemi de /2(2,y) — 0 şeklinde yazdıktan 
sonra Taylor serisinin ilk iki teriminden sonrasını ihmal ederek işleme başlayınız. Taylor serisi iki 
değişkenli fonksiyonlar için, 


© k 
/(2,y)- (5-20) (e) Hzosyo) 
4 Öz öy 


şeklinde dir. 


3.8 Aşağıdaki şekilde verilen denklem sistemini yoketme işlemini uyulayarak ve 3.7 ile geliştirilen 
Newton-Raphson metodu ile çözünüz. 


a43b” — Ye-5 
94-5 
sin(a * b) —1 


Bölüm 4 


NÜMERİK İNTEGRASYON 


Temel olarak nümerik integrasyon, ya analitik olarak integrasyonu mümkün olmayan ya da çok 
zor olan integrallerin hesaplanmasında kullanılır. Bilgisayar programlarında analitik integrali mev- 
cut olan fonksiyonların analitik integralleri ya da en genel formülleri programlanmalıdır. Bunun 
avantajı integrallerin hatasız hesaplanmasından kaynaklanır. Nümerik integrallerde ise belirli dere- 
celerde hata mevcuttur. Buna rağmen, kesikli olarak dağılımı verilmiş fonksiyonların integrallerini 
de analitik olarak hesaplamamız mümkün değildir. Bu tür fonksiyonlar sıksık bir diferansiyel 
denklemin nümerik çözümü veya deneysel veriler şeklinde karşımıza çıkar, ve analitik integral- 
lerini hesaplayamayız. Bu nedenle, bu bölümde değişik nümerik integral hesap tekniklerine yer 
verilmektedir. 


4.1 YAMUKLAR KURALI 


İ(&) fonksiyonunu a < z < b aralığında integre edilebilir bir fonksiyon olsun ve /(2) fonksiyonunun 
belirtilen aralıkta belirli integralinin hesaplanmasını arzu edelim. 


b 
I- İ J(z)dz (4.1) 
â 
Bu Ja,ö| aralığı genişliği 4 olan N eşit parçaya bölelim. Bu durmda aralık genişliği, 


b—a 
ifadesinden hesaplanır. 


Bu fonksiyon ve oluşturulan alt aralıklar Şekil 4.1'de verilmektedir. Şimdi Şekil 4.1 deki 
gibi sadece iki alt aralığı göz önüne alalım. Burada /;-1, /i, Jişı noktaları birer doğru ile 
birleştirildiklerinde bu doğrular ile /(z) fonksiyonuna bir yaklaşımda bulunulmuş olup, doğrular 
İ(2) için 2;-ı ile 2; ve z; İle 2,41, aralıklarında basit interpolasyon polinomları olarak hizmet 
ederler. Doğruların altında kalan alanları (yamukların alanlarını) hesaplarsak, 


© Haizeh a — 


Zi 
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fi 
N fi— e 


Lı I; Tişa 7 


Şekil 4.1: 


ve 
Ti 
J di Hajdıkh — m. (4.4) 
ZI; 
14-1 ile 2441 aralığında fonksiyonun integrali bu iki yamuğun alanları toplamına eşittir. 
Z; 


J “ ajdr—İ” Hajaz4 J * lajdz (45) 


i—1 14-1 i 


Denklem (4.3) ve (4.4)'ün yardımıyla integral aşağıdaki şekli alır. 


İl rizrzik 2441) (46) 


Denklem (4.6)'yı bütün alt aralıklara uygularsak, genişletilmiş Yamuklar kuralı yaklaşımı, 


b 
J Ha)da m X (40 42 4203 4... 4 2 # İN) (41) 
veya 


b h N—I 
J İla)dı 5 (a tİNt2 > 1) (4.8) 


olarak yazılabilir. Burada /o — /(a) ve /x — /(b)'yi ifade etmektedir. Denklem (4.8) ile verilen 
formül malesef integralin hesabında yapılan hata mertebesi hakkında hiçbirşey söylememektedir. 
Hatanın miktarını ve mertebesini bulmak için her zaman olduğu gibi Taylor serisine başvuracağız. 


İşlemimize aşağıdaki belirsiz integrali tanımlayarak başlıyoruz. 


mRNA İĞ Çİ 
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7 
Iz) < J İ(a)dz (4.9) 
a 
I(z)'in analitik olduğunu varsayarak /(2)'i 2'nin h civarında Taylor serisine açalım. 
1 h? LU h ' 4 
Mai *h) > 1(zi) 4 hi'(i) * 51" (2) * ELM (2) 4 Olh*) (4.10) 


Denklem (4.9) ile verilen tanımdan hareketle, 


Ma) f() ve M1) f(2), vs... 
olduğu gösterilebilir. Denklem (4.10) artık /(z) fonksiyonu cinsinden yazılabilir. 


h? h3 
Miişı) & Hai) # hf) * 37) (2) *# 37/2) 4 O(k*) (4.11) 
Şimdi de Bölüm 1'de birinci dereceden türev için bulduğumuz ileri fark formülünü, yani 


gay) e zen mf) 4 Of) 


h 
ifadesini Denklem (4.11) de yerine yazalım. Sadeleştirmeler sonunuda 


sişa) < Kai) 4 ğ Ulsesa) # Ha — 7'te) 4 Ol) (412) 


bulunur. Burada /(7i41) ile /(2;) nin anlamını hatırlarsak, /(2441) — 7(24) terimi (2441,5i 
aralığının belirli integraline eşittir. S;,, değişkenini Denklem (4. 13) şeklinde tanımlayalım. 


— 


Seyi > işa) — Tsi) < Zlsşa) 4 al - İ57l) #0) a) 


Yamuklar kuralı ile integrale denk gelen terim h(/(2i41) * /(2i))/2 iken geriye kalan terimler 
hata kısmını içermektedir. Nümerik integrali |a, 0) aralığının tümüne yayarsak; diğer bir değişle, 
belirli integral, 


veya 
N—I raf g N—I 


1-5 /(a)* fb) e) Yl EB), 
*Daha Yüksek Mertebeden Terimler (4.14) 


şeklinde olacaktır. 


Dominant hata terimi daha anlaşılabilir bir form'a sokmak için ilk önce Ortalama Değer Teo- 
rem'ini Denklem (4.14)'teki toplam işareti ile verilen hata terimine uygulayalım. 
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N—I 


2 İ"(z)  Nİ"(€), as€sb (4.15) 
Şimdi de Denklem (4.2)'nin yardımıyla, 
NE) Zİ tep (4.16) 
yazabiliriz. Denklem (4.16) kullanılarak hata terimi biraz daha basitleştirilebilir. 
" h? ” 
İŞİ pe) İt — 0) 7"(E) (417) 


Şonuç olarak Yamuklar kuralı ile intergral formülü hata terimlerini de içerecek şekilde, 


h N—I n 
pe e) H042X O) - Kb a7) 
Daha Yüksek Mertebeden Terimler (4.18) 
veya indisli gösterim ile, 


1-5 zn 4 /n 42 is hil #Ofh3) (4.19) 


zi 


genel integral formülünü elde ederiz. 


. Böylece Yamuklar kuralı ile integral alma işleminin hata mertebesinin O(42) olduğu bulunur. 
İntegrasyon tekniğinin hassasiyetini hata terimini tahmin ederek arttırabiliriz. Bunun için /”(€) 
fonksiyonuna bir yaklaşım şu şekilde yazılabilir. 


(e) ni > i (4) 


Bu yaklaşımı Denklem (4.18) de yerine yazarsak, 


ra3İresrs2 re) ir - re 42) 


denklemi elde edilir ki bu denklem'e Uç-noktah Düzeltilmiş Yamuklar Formülü denir. Bu isim- 
lendirme /' değerlerinin sadece uç noktalarda gerekli olmasından kaynaklanmaktadır. Bu hata 
teriminin ilavesiyle, aslında, integral işleminde yapılan hata dördüncü mertebeden, O(4*), olmak- 
tadır. 


ÖRNEK 1. Aşağıdaki integrali 0, 1 aralığını 5 eşit parçaya bölerek ve Yamuklar Kuralı ile 
hesaplayınız. Daha sonra hata terimini de hesaplayarak uç-noktalı düzeltilmiş formüle göre inte- 
gral'i hesaplayıp analitik integral değeri ile karşılaştırınız. 


1 
İ 2(2? *3)3dz 
0 
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Tablo 4.1: Örnek | ile verilen problem için hazırlanan Tablo. 


5.61890 
12.62180 | 25 24360 


22.756986 | 45.51972 
38.58280 | 77.16560 


Çözüm: Bu integrali hesaplamak için ilk önce aralık genişliğini saptayalım. h — (b—a)/N — 
1/5 — 0.2 bulunur. Aralığın beş eşit parçaya bölünmesi sonunda altı nokta ve bu noktalara ait 
fonksiyon değerlerinin bilinmesi gereksinimi ortaya çıkar. 


Fonksiyonun değerlerini aralık içinde 0.2'lik arttırılmlar için hesaplayalım. Daha sonra, 2;'ler 
ve fi'leri hesaplayalım. Hesaplanan bu değerleri Tablo 4.1 deki gibi bir tabloda toparlayalım. 


Tablo 4.1 de fonksiyon değerlerinin yanısıra C; : /(z) değerleride verilmiştir. (Burada C; kat- 
sayısı sınırdaki noktalar için Co — Cş — 1 ve orta noktalar için C; — 2 (i-1,2,3,4) alınmıştır.) 
C;f(2) sütunundaki toplam Denklem (4.19) daki köşeli parantez içinde yer alan ifadeye eşittir. 


4 
Jo t fs 123 hi — 223.16672 


izl 
Daha sonra, bu değeri integral formülünde (Denklem (4.19)'da) yerine koyarsak, 
İntegral — 2 (228.16672) < 52(223.16672) - 22.316672 
bulunur. İntegralin gerçek değeri 21.875 olduğuna göre yapılan mutlak hata ((21.875— 22.316672)) 


0.441672 dir. 


Şimdi de Denklem (4.20)'de verilen hata terimini hesaplayalım. Bunun için /'(z)'e ihtiyacımız 
vardır. Fonksiyon türevi, /'(2) — (27 43)7(722 43) olduğuna göre buradan /'(0)—27 ve /'(1)160 
bulunur. Dolayısıyla, hata 


Hata — -21/'(1) — 410) — Sİ faco — 27) 0433333 


olarak bulunur. Uç-noktalı düzeltilmiş formülle integrali hesaplamamız için, bu hatayı bulduğumuz 
integral değeri ile toplamamız yeterlidir. 


Hata Terimi ile İntegral—22.316672 4 (—0.4433333) — 21.8733334 
bulunur ki bu integral değeriyle yapılan mutlak hata 0.001667 dir. 


Eğer integrali hesaplanacak fonksiyon kesikli dağılım şeklinde ise, özellikle uç-nokta düzeltilmiş 
formüllerdeki türev için yüksek mertebeden sonlu fark formülü ile hesaplandıktan sonra kul- 
lanılmalıdır. 
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Program 1. Yamuklar kuralı ile bir /(z) fonksiyonunun Ja, b| aralığındaki belirli integralini 


hesaplayan BASIC Programı. 


YAMUKLAR KURALI ILE INTEGRAL HESABI YAPAN PROGRAMDIR. 


i 


20 REM -- FNF(X) - INTEGRALI HESAPLANACAK FONKSIYON 
30 REM -- FNP(X) - FONKSIYONUN X'E GORE TUREVİ 

40 REN -- N » ESIT ARALIK SAYISI 

50 REM -- H s ARALIK GENISLIGĞI 

60 REM -- A,B x INTEĞRAL SINIRLARI 

70 REN -- 

80 DEF FNF(X)X4(X4X43) “3 

90 DEF FNP(X)(X4X43) 724 (74X4X43) 


100 READ A,B,N 
110 DATA 0,1,5 

120 H-(B-A)/N 

180 INTEGRAL»O 54 (FNF (A) #FNF(B)) 

140 FOR Isi TO (N-1) 

150 XsA*TIxH 

160 INTEGRALsSINTEGRALAFNF (X) 

170 NEXT 1 

180 INTEGRALsINTEGRALAH 

190 CLS: PRINT "YAMUKLAR KURALI ILE INTEGRAL» ";INTEGRAL 
200 HATAs-HsH# (FNP(B) -FNP(A)) /12 

210 INTEGRALSINTEGRAL*HATA 

220 PRINT 

280 PRINT “UC-NOKTA DUZELTILMIS YAMUKLAR KURALI ILE INTEGRAL» ";INTEGRAL 
240 END 


4.2 SİMPSON KURALI 


Simpson kuralı ile integral işleminde, her bir alt aralık bir doğru yerine o aralık için bir parabol 
ile birleştirilerek, parabol altında kalan alan hesap edilir. Bu kısımda bunun geometrik olarak 
ispatından ziyade Taylor serisi yaklaşımı ile integral formülünü türetip aynı zamanda integral 


hatasını saptayacağız. Taylor serilerini z;'nin 4 civarında açılımları: 


h2? p3 ht 
Hik) > Haşa) > Has) 4 fl) 4 yla 4 la 4 1) 
5 
477/*(a) t 1'e) 4 Ofh”) 
Ni 2 ,* nt 
İzi — h) > Mai) > (zi) — hi) $ li) — (a) 4 (ai) 
İn Zf") 4 ONU) 
Denklem (4.21) den Denklem (4.22) çıkartılırsa, 


işa) — sima) 2) 4 (a) 4 (ai) 4 Ol) 


(4.21) 
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İ"(2i) için merkezi fark formülü Denklem (4.24) ile verilmektedir. 


İz) mi bel İm ” İİ" (i) 4 Ofh*) (4.24) 


Denklem (4.24)'ü Denklem (4.23)'te yerine koyduktan sonra yapılan sadeleştirmeler sonucu, 


siya) — Hic) > ifleeşa) 4 41(e) 4 Ha — 5 1(e) # ON) (425) 


bulunur. Fakat /(2i41) — 7(2;—ı) sadece (24-1, Zişı| aralığının belirli integrali vermektedir. |a,0) 
aralığındaki belirli integralin hesaplanması için D; — /(7441) — /(2i—1) olarak tanımlarsak, o 
zaman, integral 


N-I 
I- > D;zDı*D34*D54...4 Dx-3 4 Du-ı (4.26) 
ite 
şeklinde olacaktır. D;'nin tanımını da kullanarak, 


1 Efa) 4 41(0 4 hi) 4 2f(a 4 28) 4 Ala 43) 4 2(a 4 4k) 4.4 2(6 — 2) 


t14/(6—h) 4 f(b)) — Di /*(zi)* 450 (h7) (4.27) 
i “tek 


elde edilir. Denklem (4.27) deki hatayı kontrol eden terim yamuklar kuralında olduğu gibi benzer 
yolla, 


N—I 4 il 
-İ5 X Pele) İzle) (e) 
ö 


şeklinde yazılabilir. Ayrıca, 


ZON) - 2 olk”) « ofa*) 


olduğuna da dikkat edilmelidir. 


Bu işlemler tamamlandıktan sonra integral formülümüz son halini alır. 


N—I 


I-3jatirtY ate iu A) - İş ayrysot) (428) 
i te içi 


Denklem (4.28) ile verilen bu formül |a,b| aralığını kapsar ve formülün hata mertebesi O(4*) 
tür. Ayrıca, Simpson Kuralı içinde uç-noktalı düzeltilmiş bir formül de geliştirilebilir. Bu formül 
Denklem (4.29) ile verilmektedir. 
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Tablo 4.2: Örnek 2 ile verilen problemin farklı metodlar ile çözümünün özeti. 


METOD İT 


amuklar Kuralı 0.481485 | 0. 020187 
Melli 
0. .503836 0. ai 
Yamu k ar İ Kura 0.50 0.000 
'H 0. 507819 0. 000148 
0.507948 | 0.000019 
ımpson Ku 0.512682 | -0.004715 
mana! 1 508646 | 20.000679 
0.508045 | -0.000078 
Dizeli 0.508286 | -0.000319 
üzün | 0.507984 | -0.000017 
0.507967 | 0.000000 


Gerçek — — —f0.507867 | 10.000000 


1-1 İzle 4 1) 416 X De pi - M/'(6) — (a) (429) 


ite 


ÖRNEK 2. Aşağıdaki integrali nümerik olarak Yamuklar ve Simpson kurallarını kullanarak, 
normal integrasyonun yanısıra uç-noktalı düzeltilmiş durumlar ve değişik N (aralık sayısı) değerleri 
için hesaplayarak karşılaştırınız. 


xj2 
I | sin(2 cos z) sin? zdz 
o 


Çözüm: Nümerik işlemlerden ziyade sonuçlar Tablo 4.2 de verilmiştir. Bu Bölümde ver- 
ilen programlar yardımıyla tablodaki değerler kontrol edilebilir. Öğrencilerin bir hesap maki- 
nası vasıtasıyla bu nümerik integralleri hesaplaması tavsiye edilir. 


Tablo 4.2 incelenince, hem yamuklar hemde Simpson kuralları ile bulunan integral değerlerinin 
aralık sayısının arttırılması ile gerçek integral değerine yaklaştığı görülmektedir. Aralık sayısı çift 
olduğundan Simpson kuralı ile elde edilen sonuçlar Yamuklar kuralından daha iyi olmakla beraber 
düzeltilmiş formülle hesaplananlar da aynı eğilimi göstermektedir. 


Bu kısımda da aynı şekilde hem normal hemde düzeltilmiş Simpson integral hesabı yapan 
program verilmektedir. Fonksiyon ve türevi Örnek 2 için esas alınmıştır. 
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Program 2. Herhangi bir /(z) fonksiyonunun integralini Ja, b aralığında belirli integralini 
hesaplayan BASIC Programı. 


10 REM -- SIMPSON KURALI ILE INTEGRAL HESABI YAPAN PROGRAMDIR. 
20 REM -- FNF(X) - INTEGRALI HESAPLANACAK FONKSIYON 
30 REM -- FNP(X) » FONKSIYONUN X'E GORE TUREVİ 


40 REN -- N » ESIT ARALIK SAYISI (N-CIFT OLMASI GEREKIR) 
50 REM -- H » ARALIK GENISLIGI 

60 REM -- A,B » INTEGRAL SINIRLARI 

70 REM -- 


80 DEF FNF(X)SIN(24C0S(X))#(SIN(X)) “2 

90 DEF FNP(X)SIN(24X)4SIN (24C0S(X) ) -24 (SIN (X) ) “3#C0S (24C0S (X) ) 
100 READ A,B,N 

110 DATA 0,1.5707963,10 

120 H-(B-A)/N 

130 TOPLA1-0 : TOPLA2s0 

140 UCLARsFNF (A) #FNF(B) 

150 FOR Isi TO (N-1) STEP 2 

160 XsA*T#H 

170 TOPLAİsTOPLA1*FNF (X) 

180 NEXT I 

190 FOR 1-2 TO (N-2) STEP 2 
200 XehtTsH 

210 TOPLA2TOPLAZ*FNF (X) 

220 NEXT I 

230 HATAs-H#(FNP(B) -FNP(A)) 

240 INTEGİ Hk (UCLAR*A*TOPLA1*24*TOPLA2) /3 

250 INTEG2sH# (7#UCLAR*164TOPLA1414*TOPLA2*HATA) /15 
260 CLS: PRINT "SIMPSON KURALI ILE INTEGRAL» ";INTEGİ 
270 PRINT 

280 PRINT "UC-NOKTA DUZELTILNIS SIMPSON KURALI ILE INTEGRAL» ";INTEG2 
290 END 


4.3 ROMBERG İNTEGRASYONU 


Güçlü ve etkili nümerik integral alma tekniği olan bu metod Yamuklar kuralı ve Richardson ek- 
strapolasyon işlemine dayanmaktadır. Bu ekstrapolasyonu uygulamak için yamuklar kuralının hata 
terimlerinin genel şeklini hatırlayalım. 


Tml e) * (b) * 2 J(a* | *Ch?4-Dh*4Eh4... (4.30) 


2 
izi 
Burada C, D, E, vsler f(2) ve /(z)'in türevlerini içeren fonksiyonlardır. Eğer 


N-—1 
ii e */(0)42 X Ha #ih) 


olarak tanımlarsak, Denklem (4.30) 
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İ-I-CR—DM—Eh 4... (4.31) 
şeklinde yeniden düzenlenebilir. 


Şimdi de iki değişik 4, ve A3 aralık genişliklerini ve bu aralıklarla hesaplanan nümerik integral- 
leri olan İ, ve İz'yi göz önüne alalım. 


İ) 1—Ch—Dhİ—-EN 4... (4.32) 
İş -1—Ch3—Dh$—Ehİ4... (4.33) 


Burada hı — 2h3 olduğunu varsayalım. Denklem (4.32) hz cinsinden 


İş s 1 — 4Ch3 — 16Dh$ — 64Eh$ 4... (4.34) 
bulunur. Daha sonra Denklem (4.33) ”4” ile çarpılarak Denklem (4.34) ten çıkartılıp ”3” e 
bölünürse, 


Si -144Dh4 420Eh$ 4... (4.35) 


elde edilir. İşte bu işleme Richardson ekstrapolasyon'u denir. 


Aynı şekilde hş — h2/2 alınarak İz ve İş arasında ekstrapole edilirse, 


it İR -144Dh$ 4 420Eh$ 4... (4.36) 
bulunur. 


Denklem (4.35) ve (4.36)'ı kullanarak h* içeren terimler de yok edilerek hata mertebesi O(h9) 
olacak şekilde yeni bir ifade geliştirilebilir. Romberg integrasyonunda, bu şekilde integral aralığı her 
defasında iki ve ikinin katlarına bölünerek hassasiyet arttırılır. Bu nedenle, Romberg integrasy- 
onuna başlayabilmek için ilk işlem Yamuklar Kuralı ile integral hesaptır, ve formülün Romberg 
metoduna göre daha uygun gösterimi Denklem (4.37) ile verilmektedir. 


hazzı (0) 4 /(0) 4297 Hes ih) (4.37) 


izl 


burada h —(6—a)/2-1 ven—24-1— idir. Buna göre, 
Yan 21/0) 4 400) 
Ya 5 —: ro) 4 4(0)42/ (« R | 
aym > e) 10) )t2/ (* 7) *2/ Gi LE 42/ («* m 


.V8.... 
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şeklinde yazılabilirler. Buradan aşağıdaki genel bağıntıların çıkartılabildiğini gözlemekteyiz. 


Yı b—a b—a 
ii İZ e EE 
ha ATE 7) efes za) 


e Ye 
Bu bağıntıları Denklem (4.38) ile genelleştirebiliriz. 


Mur , İsim 2i — 1Y(6 — 
Kam İşleme yle a, k-2,3,4... (4.38) 
— 


Ekstrapolasyon formülünün en genel hali de Denklem (4.39) ile verilmektedir. 


n—l e 
Yak - a ml n>2 (4.39) 
Örneğin, n — 2 için, 


4Yı5— Yı 


Miyrelige 


4Yıs—Yız 


Yo, e AM İİ 
Bu ifadelerle hesaplanan integrallerin hata mertebesi O(4*) tür. n — 3 için, 


16Y32—Y2ı 


> —lmi 
Ysı > 


15 


elde edilir. Burada ki ifade ile hesaplanan integralin hata mertebesi de O(h9) dır. Sonuçlar uygun 
bir tablo halinde hazırlanabilirler. 


Yı, 
Yız Yeı 
13 Yaz Ys,ı 


: : : : Yu-2,1 
Yın Yan-ı Ysn-2 Yan-3 -. Ya-22 Yu-ı 


Köşegen üzerindeki değerler tablonun sağ uç notasına doğru ilerlendikçe birinci sütundaki Ya- 
muklar kuralı ile bulunan değerlerden daha çabuk gerçek integral değerine yakınsarlar. Bu şekilde 
oluşturulan tabloya Romberg Tablosu denir. 


Tablodaki değerlerin geometrik yorumunu yapmak gerekirse, ilk sütundaki değerler aralıkların 
bir doğru ile birleştirilmesi (yani, lineer interpolasyon) sonucu eğri altında kalan alan hesap edilmek- 
tedir. Buna Yamuklar kuralıda demiştik. İkinci sütundaki değerler aralıkların parabol ile interpo- 
lasyonu sonucu parabol altında kalan alan hesap edilimesine (Simpson kuralı ) denk gelmektedir. 
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Tablo 4.3: Örnek 3 için Romberg Tablosu. 


0.7500000 

0.7083333 0.6944444 

0.6970237 0.6932539 0.6932744 

0.6941217 0.6931543 0.6931476 0.6931471 
0.6933907 0.6931473 0.6931468 00.6931468 0.6931468 


Üçüncü sütundaki değerler ise üçüncü dereceden, dördüncü sütundaki değerler dördüncü dereceden 
vs., polinomlar ile interpolasyon işlemlerine denk gelmektedir, ve integral, bu polinomların altında 
kalan alanların hesabına eşittir. 


ÖRNEK 3 Aşağıdaki integrali Romberg integral tekniği ile hesaplayınız ve Romberg Tablosunu 
oluşturunuz. 
da 


ı 7 


Çözüm: İntegral sınırları (1,2| olduğundan, sınır değerleri: /(1)—1 ve /(2)<0.5 tir. Dolayısiyle 
Yı, 


Yy 5 0) 4/0) < Va) (2) zil 4 0.5) — 0.7500 


bulunur. Benzer şekilde, Denklem (4.38) ve (4.39) kullanarak Romberg Tablosu istenilen dereceye 
kadar oluşturulabilir. Diğer miktarlar da hesaplandığında Tablo 4.3 te verilen Romberg tablosu 
oluşuturulur. 


Gerçek integral değerinin 0.6931471 olduğunu göz önüne alarak Romberg Tablosunun integral'e 
nasıl yakınsadığını inceleyiniz. Ayrıca, şu soruyu cevaplamaya çalışınız: Tablonun en son değeri 
olan 0.6931468'in hesabının hata mertebesi O|(0.2)19)'dur. Neden? 


4.4 GAUSS İNTEGRASYONU VE KUADRATÜRÜ 


Gauss integrasyon metodunda amaç |-1,1| aralığındaki bir /(2) fonksiyonunun belirli integralini 
sonlu bir toplam olarak elde etmektir. Yani, 


N 
yü Ha)dz — vw f(21) $ v2f(22) $... kw (en) Yili) 


izl 
Buradaki 2; ve w; integral parametreleridir. Bu parametrelerin neler olduklarına bakmadan önce 
bu konuyla ilgili olan Gauss-Legendre polinomlarına ve onların özelliklerine bir göz atalım. 
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Program 3. Romberg metodu ile herhangi bir /(z) fonksiyonunun arzu edilen hassasiyette 
belirli integralinin hesabını yapan BASIC Programı. 


10 REM -- ROMBERG METODU ILE INTEGRAL HESAP YAPAN PROGRAMDIR. 
20 REM -- FNF(X) - INTEGRALI HESAPLANACAK FONKSIYON 

30 REM -- A,B - INTEGRAL SINIRLARI 

40 REN -- EPSİ » INTEGRALIN HESABINDA ARZU EDİLEN HASSASIYET 


60 DEF FNF(X)1/X 

70 READ A,B,EPSI 

80 DATA 1,2,0.0001 

100 HsB-A 

110 EPSIsLOG(EPSI) : FRKsL0G(0.254H) 
120 MsINT(EPSI/FRK) 

130 IF (M<O) THEN Ns-M 

140 IF (M>8) THEN M8 

150 DIN Y(M,M) 

160 Y(1,1)0.54*H#(FNFC(A) #FNF(B)) 
170 Xs0 .54H 

180 Y(1,2)0.54(Y(1,1) #H#FNF(A*X)) 
190 FOR Ks2 TOM 
200 O NOKTAs2"(K-2) 
210 (o TOPLAsO : ARALIK»27(K-1) 
220 (FOR Isi TO NOKTA 


230 XmA* (241-1) /ARALIK 
240 TOPLATOPLA*FNF (X) 
250 NEXTİI 


260 TOPLAsH*TOPLA/ARALIK 

270 YCI ,K)s0.5*Y(1 ,K-1)#TOPLA 

280 NEXT K 

290 REM -- RICHARDSON EKSTRAPOLASYON ISLENİ 
300 FOR N-2 TOM 

310 CARPAN»A” (N-1) 

320 FOR KN TOM 


330 YON ,K)s(CARPAN*Y(N-1,K)-Y(N-1,K-1))/(CARPAN-1) 
340 NEXT K 
350 NEXT N 


360 CLS: PRINT " ROMBERG TABLOSU" 
370 PRINT : PRINT 

380 FOR Ksi TO M: FOR Nsi TOK 

390 PRINT TAB((N-1)*12*1) ;Y(N.K) ; 

400 NEXT N: PRINT: NEXT K 

410 END 


En genel n.nci dereceden Legendre polinomu, 


Pla)- azla - 1 (4.40) 


ile verilmektedir. n — O ven — | için polinom, Po(2) — 1 ve P,(z) — z hallerini alır. Ayrıca 
daha yüksek mertebeden polinomların Denklem (4.40)'a başvurmadan bulunabilmesi için Denklem 
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(4.41) ile verilen rekürans bağıntısı da mevcuttur. 


(n 4 1)Pnşı(2) — (20 $ 1)zP,(3)*nP.-1(2) 50,  n>2 (4.41) 
Dolayısıyla, bazı Legendre polinomlarını şöyle sıralıyabiliriz: 
Pala) — 582? -1), Pyla) - 7(622 -3), Pala) - 2(862* — 3022 43) 
Yapılan çalışmalar sonunda bahsedilen parametreler ile Gauss-Legendre polinomları arasında bir 


ilişki olduğu görülmüştür. Bu ilişki şudur: 2;'ler ile verilen parametreler integrasyon derecesine 
denk gelen Legendre polinomunun kökleridir. w;ler ise (bunlara ağırlıklar da denir) aşağıdaki 


formülden hesaplanır. 
2(1— 72 
“> Mal (4.42) 


Bulunan bu 7; ve w; parametrelerine Gauss veya Gauss-Legendre kuadratürü denir. Bu integral 
yöntemi ile yapılan hata miktarı Denklem (4.43) ile hesaplanır. 


2N41 41 
Kir“ ENİNE), (1<€<1) (443) 


Her ne kadar Gauss kuadratürleri tablodan okunabileceklerse de yüksek mertebeden Gauss 
kuadratürlerini programa veri olarak temin etmekte sıksık veri-giriş hataları yapılabilmektedir. 
Bu nedenle bu kısımda Gauss kuadratürlerini hesaplayan bir Alt programa yer verilmektedir. 


ÖRNEK 4. 3-Nokta Gauss kuadratürünü bulunuz. Daha sonra aşağıdaki integrali hesapla- 
yarak analitik sonuç ile karşılaştırınız. 


1 
J 12 coszdz 
Si 


Çözüm: N — 3 için Gauss kuadratürü arzu edildiğinden 7;'leri bulmak için Ps() — 0 yapılır. 
Yani, 


Pole) > 52(62? -3)-0 
Bu polinomun kökleri, zı — 0 ve 72,5 — £0.7745966 dir. Ağırlıklar da Denklem (4.42) den, 


2l1 — 02 
W — e — 0.88888 
ol — (0.7745966 
im mp lo. TTasO6)R 020505 
ol — (—0.7745966)2 
v;- MR gf 809) 


bulunur. 
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Program 4. Gauss Kuadratürlerini hesaplayan BASIC Alt Programı. 


200 REM -- (-1,1) ARALIGI ICIN GAUSS-LEGENDRE KUADRATURLERINI 
210 REM -- HESAPLAYAN ALT PROGRAM DIR. BURADA 

220 REM -- X(i) - LEGENDRE POLINOMUNUN KOKLERI ve 

225 REM -- W(i) » AGIRLIKLAR DIR. 


280 Plm4*ATN(1) 

240 MsINT((N*1) /2) 

250 ElsN*(N*1) 

260 FOR Isi TON 

270 Ts(441-1)4P1/ (44N42) 

280 X0 -(1-(1-1/N) / (84#N4#N) ) #COS(T) 
290 PKMisi 

300 PK - X0 

310 FOR Ks 2 TON 

320 TisXO#PK 

330 PKP1sT1-PKM1-(T1-PKM1) /K*T1 

340 PKMİ » PK 

350 PK » PKPIi : NEXT K 

360 DENsİ-X04X0 

370 DisN#(PKM1-X0#PK) 

380 DPN -Dİ/DEN 

390 D2PNs(24X0*DPN-Eİ#PK) /DEN 

400 D3PNs(4#X04D2PN4 (2-E1) #DPN) /DEN 
410 DAPN(64X0*D3PN4 (6-E1) #D2PN) /DEN 
420 UsPK/DPN 

430 VsD2PN/DPN 

440 Ha-U#(140. 5#U# (V#U# (VAV-U#D3PN/ (3#DPN) ) ) ) 
450 PsPKeH* (DPN*0 .5*H* (D2PN#H/34 (D3PN* . 264H#DAPN) ) ) 
460 DPsDPN*H* (D2PN40 . 54*H* (D3PN#H#DAPN/3) ) 
470 HsH-P/DP 

480 X(1)X04H 

490 FXsDİ-H#Eİ#(PK*0 5*H*(DPN*H/34 (D2PN*0 . 2644 (D3PN*0 . 24H*#DAPN) ) ) ) 
500 W(1)-24(1-X(1)4#X(1)) /(FX#FX) 

510 NEXT I 

520 IF(24#M>N) THEN X(M)s0 

580 IF(2#*M>N) THEN MFsM-i 

540 IF(24NsN) THEN MFsM 

550 FOR Isi TO NF 

560 X(1)-X(1) 

570 NEXT I 

580 FOR Isi TO NF 

590 MIsM*I 

600 IIsM-141 

610 IF (MFs(M-1)) THEN 1IIsN-I 

620 X(NI)s-X(I1) 

630 W(MI)- W(I1) 

640 NEXT 1 

650 RETURN 
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N —3 için Gauss integral formülü, 


h İajda sw f(21) 4 w/(72) 4 ws (2s) 


halini alır. Kuadratür değerlerini yerine yazarsak, 


li i 1? coszdz — (0.88888)J0? cos(0)| 4 (0.55555)|(0.7745966)2 cos(0.7745966)| 


4#(0.55555)(—0.7745966)? cos -0.7745966)| 


veya 
— (0.000) # (0.2382343) 4 (0.2382343) — 0.4764687 


bulunur. Analitik integrali 0.47830 olup yapılan mutlak hata ((0.47830 — 0.4764687)) 0.0018313 
tür. Şimdi de hata terimini inceleyelim. Denklem (4.43)'ten, 


27(314 
Ra - an /“9(6), (-1<€<1) 


Rs - 6.3492064x 10-5 /()(€), (—1<€<1) 
bulunur. /(2) fonksiyonunun 6.ncı dereceden türevi, 


J)(€) — (30 — €2) cos€ — 12€sin € 
olup, sınırlarda aldığı değerler /(©)(1) — /(6)(—1) — 5.57111 dir. (-1,1) aralığında /(©(€) nin 
maksimum olduğu yer £ - 0 noktasındadır (/(© (0)—30). Sınır noktalarında ise /(©)(€) minimum 
olmaktadır. Bu gerçekleride göz önünde bulundurarak nümerik integraldeki hatanın sınırlarını bu- 
labiliriz. Diğer bir değişle, hata 


6.3492064 x 10-(5.57111) < Hata < 6.3492064 x 10-(30) 


veya 
0.0003537 < Hata < 0.0019047 


arasında bir yerdedir. Hesaplanan mutlak hata ile kıyasladığımızda, hatanın gerçektende bu sınırlar 
içinde yer aldığı görülür. 


Gauss integral tekniğine giriş yaparken bu integral tekniğinde amacın |-1,1| aralığında fonksiy- 
onların belirli integrallerinin hesabının olduğunu söylemiştik. Fakat, metod herhangi bir |a,0| 
aralığındaki fonksiyonun belirli integralinin hesabını Gauss kuadratürlerini kullanarak yapabilme 
imkanını verir. Sadece, kuadratür ve formülde düzeltmeler gerekmektedir. 


fh İla)dz 


Yukarıda verilen integral uygun bir dönüşüm ile, integral Ja, b| aralığında yazılabilir. 


N 
| i /(y)dy > e 3 wf(yı) * Rx (4.44) 


zı 
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Tablo 4.4: Örnek 5 i c cin Gauss integrasyon tablosu. 


0.408945 | 0.266689 
0.074028 (0. izokkn 


ve uygun dönüşüm ise, 
A e şt 
Yi — 2 Ti 2 


dir .Burada 7; ve w;'ler |-1,1) aralığı için geçerli olan N-Nokta Gauss Kuadratürleridir. Hata terimi 


ise 
şii 
z (2N) 
Rv 2N 4 DİNİ İSME), (a<€<b) (4.45) 
ÖRNEK 5. Aşağıdaki integrali 4-nokta Gauss Kuadratürünü kullanarak hesaplayınız. 


r 
sınz 
İ (ip 
fi) zı 


Çözüm: 4—0 ve b — x olduğuna göre, 


ile verilmektedir. 


yi zl *1) 


olarak bulunur. N—4 için Gauss Kuadratür değerleri Ek-1'de verilen tablodan alırsak (kuadratürler 
ve ara işlemler Tablo 4.4 te verilmiştir), integral 


J Hujdy s7 5 e vi İyi) — zl. 178971) — 1.851923 
0 


izl 


olarak bulunur. İntegralin gerçek değeri ise 1.85193'tür. Bu örnekte,Denklem (4.45)'i kullanarak 
hata terimini hesaplamak öğrenciye düşmektedir. 


4.5 GAUSS-LAGUERRE İNTEGRASYONU 


Mühendislik ve bilimsel problemlerin çözümlerinde sık sık has olmayan integraller ile karşılaşılır. 
Bu integrallerin de çoğu zaman analitik çözümleri mümkün değildir. Bunların nümerik integralleri 
şu ana kadar verilen normal integral teknikleri ile hesaplanması sınırlardaki sonsuz ifadesi yerine 
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konulacak sayısal büyüklük ile sınırlıdır. Sonsuz yerine konan bir sayısal değer ile integral hesap 
tekniğinde mevcut olan hataya ilaveten kesme hatasıda eklemiş oluruz. Bu nedenle normal integral 
hesap metodlarının yerine özel metodlara gerek duyulmaktadır. 


Gauss-Laguerre integrasyonunda amaç aşağıdaki form da verilen has olmayan integrallerin 
nümerik olarak hesaplanmasıdır. 


| ğ e“ f(z)dz 


Aynı Gauss-Legendre kuadratüründe olduğu gibi integralin sonlu toplam şeklinde bulunması arzu 
edilmektedir. Bu sonlu toplam Denklem (4.46) şeklinde verilmektedir. 


| e” f(z)dz » Yula) (4.46) 


Buradaki z; ve w parametrelerine Gauss-Laguerre Kuadratürü denir, ve değerler Denklem (4.47) 
ile genel formülü verilen Laguerre polinomlarının yardımıyla hesaplanırlar. 


Lnla) < e zleter1) (447) 


Düşük mertebeden Laguerre polinomlarının bazıları aşağıya çıkartılmıştır. 


Lo(2) <1,  Lıl(a) 1-7 
L>(7) 2-447” 
Lsla)-6— 182492? — 29 


N-nokta Gauss-Laguerre kuadratüründe 7;'ler N.nci mertebeden Laguerre polinomunun kökleridir. 
Ağırlıklar Denklem (4.48) ile verilen formülden hesap edilirler. 


NN? 
Tİ 4.48 
vi ii TİS (4.48) 


Bu integral tekniği ile yapılan nümerik integralin hata terimi Denklem (4.49) dan hesaplanır. 


2 
me a1) 0<E <a (4.49) 


Değişik N değerleri için Gauss-Laguerre kuadratürleri Ek-2 de verilmiştir. Pratikte kuadratürler 
hesaplanmaz daha ziyade çeşitli kitaplarda verilen tablolardan okunarak integral hesaplanır. 
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ÖRNEK 6. Aşağıdaki integrali 3-Nokta Gauss-Laguerre kuadratürü ile hesap etmek istiyoruz. 
(a) Kuadratür değerlerini bulunuz (b) İntegrali bu kuadratürle vasıtasıyla hesaplayınız. 


© 
J 11e3dz 
0 


Çözüm: 2; (4-1,2,3) parametrelerini bulmak için, 
Lş(2) <6—187492? — 29 -0 


alırsak, polinomunun kökleri olan 2,, 22, ve zş sırasıyla 0.41577, 2.29428, ve 6.28994 bulunur. 
Ağırlıklar da Denklem (4.48) ile verilen formül gereğince, 


31 
VI > Toz 0aE7E “ 0711098 


3l 

mii DRONE a innini 
3! 

“m EL Gnamaumi 


olarak bulunur. Şimdi bunları integral formülünde, Denklem (4.46) da, yerine yazarsak, 


© 
| 216-3dz e (0.711093)(0.41577)9 4 (0.278517)(2.29428)* 4 (0.010389)(6.28994)* — 23.999556 
o 


bulunur. 


İntegralin gerçek değeri 24 olup integral hesapta yapılan hata kudaratürler ile sadece beş 
basamakta işlem yapılmasından kaynaklanmaktadır. Acaba neden böyle bir sonuca vardık? Ne- 
deni hata terimini N — 3 için incelediğimizde, Rş'teki fonksiyon türevi altıncı dereceden olup 
her zaman 0 < £ < oo için /"“(€) x O dır. Buradan rahatlıkla integralin hatasız olarak hesa- 
planması gerektiği ortaya çıkmaktadır. Pekala bu 0.00045'lik hata nereden kaynaklanabilir? O 
da ancak kuadratürlerin beş basamağa yuvarlanmasından ve işlemlerdeki yuvarlama hatalarından 
kaynaklanabileceği gerçeği ortaya çıkmaktadır. 


4.6 GAUSS-HERMİTE İNTEGRASYONU 


Gauss-Hermite integrasyonunda ise amaç aşağıdaki form da verilen has olmayan integrallerin hesa- 
planmasıdır. 


. e“ f(z)dz (4.50) 


Bu metod ile aynı önceki kuadratür yöntemlerinde olduğu gibi polinomlar yardımıyla kuadratürler 
saptanır. n.nci mertebeden Hermite polinomları: 
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Hnla) e 7E(e”) (451) 


olarak tanımlanırlar. Denklem (4.50) ile verilen integrale Denklem (4.52) şeklinde sonlu toplam ile 
yaklaşımda bulunulur. 


| Ni e ajda » » wi f(2i) (4.52) 


ii izl 
N-nokta integrasyon için N.nci mertebeden Hermite polinomunun kökleri z;'leri verir. Ağırlıklar 
da (yani, w;ler) Denklem (4.53) ten hesaplanırlar. 


 YeRNtI(NI 
va e 4.53) 


Diy 5 M1), (0 <€ <ö) (4.54) 


Hata terimi ise, 


formülünden hesaplanır. 


ÖRNEK 7. Aşağıdaki integrali Gauss-Hermite integrasyon formülünü kullanarak değişik N 
değerleri için hesaplayınız. 


© er” d 
wi Vi izi iü 
Çözüm: İntegrali diğer örneklere benzer şekilde hesaplanırlar. N değerleri için kuadratür 
değerleri Ek-3'te verilen tablodan alınmışlardır. 


| N | 2 | 40 | 60 | 8 | 00 OZ | 
0.14500 | 0.15100 | 0.15202 | 0.1522 | 0.15236 | 0.15289. 


4.7 GAUSS-CHEBYSHEV İNTEGRASYONU 


Gauss-Chebyshev integrasyon formülü aşağıdaki şekilde verilen ve integral sınır değerlerinde inte- 
grali hesaplanacak ifadenin tekil noktaları olan durumlarda kullanılırlar. 


r Enis A EE (si) (4.55) 


izl 


burada 7;'ler N.nci dereceden Chebyshev polinomunun kökleri, ve ağırlıklar da w — 7/N olarak 
verilmektedirler. Chebyshev polinomları : 


Tu(2)  cos(n arccosz) 
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şeklinde olup Chebyshev polinomunun köklerini veren genel formül Denklem (4.56) şeklindedir. 


si ce İZ, izin (4.56) 

Gauss-Chebyshev integrasyonunun hata terimi Denklem (4.57) den hesaplanır. 
Ra > TENTE /M (6), (<1<€<1) (4.57) 
(1,1) aralığı için verilen bu formül (a, | aralığı için integral dönüşümü yardımıyla genelleştirilebilir. 

b N 
J(y)dy 
— JR 4.58 
| mpi yay 2 uf) N (4.58) 
ve 
ob—a (bta 

yi m 5 Ti t m (4.59) 


burada Z;'ler Denklem (4.56) dan hesaplanan değerlerdir. Diğer taraftan hata terimi, 


Ra < im e), (a<E€<b) (4.60) 


ÖRNEK 8. Aşağıdaki integrali nümerik olarak hesaplayınız. 


, Rd 
lı Va * 18 - z) 


Çözüm: Sınır değerleri için integrali hesaplanacak fonksiyonun tekil noktaları olduğundan 
Gauss-Chebyshev integral formülünü kullanmalıyız. N — 3 için integrali hesaplarsak 


yz coş EUR, 1,28 


ifadesinden 7, — cos(7/6) - 3/2, 2; — cos(7/2) — 0.0 ve 73 — cos(57x/6) - — /3/2 bulunur. 
Diğer taraftan w, — w — wş — 7/3 bulunur. İntegral sınırları (1,3) olduğundan z;'ler bu aralık 
için hesaplanmalıdır. Formül gereğince, 


> 25in4P12 3, Şİ aş 


a 
2 


ile verilmektedir. 


ifadesinden, 
yı z2iıtlzy341 


Yy 221 t1—1 
ya 213 *1--V341 
bulunur. O halde bu değerleri formülde yerlerine yazarsak 


2 dı 7 7 0 
İT öl ta tal ŞİVE AVEA 


mmm NEM mmm Yİ, 
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bulunur. Bu sonuç gerçek integral değerine eşittir. Bunun nedeni de /(z) — 7? fonksiyonunun 
altıncı dereceden türevinin sıfır olmasıdır. Bu da hata terimini sıfır yapar ve sonuç olarak integralin 
değerinin hatasız olması gerektiğini ima eder. Dikkat ederseniz, bu örnekte kökler ve ağırlılar sayısal 
olarak ifade edilmedi. Çünkü amaç integralin gerçek değerine eşit oluğunu göstermek idi. Eğer 
sayısal olarak gösterseydik, o zaman yuvarlama hatalarından dolayı, aynı örnek 6 da olduğu gibi, 
belirli oranda bir yuvarlama hatası oluşacaktı. 


ÖRNEK 9. Aşağıdaki integrali nümerik olarak hesaplayınız. 
LZ 
o VE 
Çözüm: 


YOL-I: Burada 1/ VE fonksiyonunun z — O noktasında tekil noktası vardır, ve bu bölümde 
anlatılan Gauss-Chebyshev integrasyon formülüne uymamaktadır. Fakat Gauss-Chebyshev inte- 
grasyonunun yapılabileceği forma sokmak mümkündür. Yapılması gereken şey, fonksiyonun hem 
pay hem de paydasını /İ — z ile çarpmaktır. Dolayısıyla, 


Zİ — zdz 
0 VE o yzli—z 


şeklinde yazılır. Gauss-Chebyshev integral formülüne benzetmek için /(z) < Vİ — z olması gerekir. 
O halde, integral (5-Nokta Gauss-Chebyshev kuralı ile), 


1 5 
VE — ydy 
KY w/i— yi 22.008248 
| MET > i Yi 
olarak bulunur. 


YOL-2: Aynı integral değişik N değerleri için Gauss integrasyonu ile hesaplanabilir. 


1.65068 | 1.80635 | 1.89754 | 1.91706 | 1.957525 


Tablodan görüldüğü üzere 1/ V£ fonksiyonunun kaldırılamayan tekil noktası olduğundan, sonuçlar 
artan N değerleri için gerçek integral değeri olan ”2” ye yavaş yakınsamaktadır. Kaldırılabilir tekil 
noktaya bir örnek vermek gerekirse: /(z) — sin z/z fonksiyonunun z — 0 da bir tekil noktası vardır 
fakat /(z), z < 0 dalimiti 1 olmaktadır. Bunu sin 2'i Taylor serisine açarak tekil noktanın nasıl 
kaldırılabildiği daha iyi gözlenir. 


YOL-3: İntegrali hesaplarken z — 0 noktasını kullanmaktan kaçınmak için uygun bir integral 
dönüşümü yapalım. Bu dönüşümü y — 1/2? olarak alıyoruz. O zaman, 


2-12 
b ı 


şeklinde yeni bir integrali hesaplamak gerekmektedir ve burada tekil nokta integral sınırları dışında 
olmaktadır. Bu integral de sonsuz terimi yerine hangi sayıyı yazmamız gerektiğini bilmediğimizden 
integrali aşağıdaki gibi parçalara bölünürse, 
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2) ENE “du İN dy 
rh je İe İse VE İs? 


ve bu integralleri (en sondaki hariç) herbiri Simpson kuralı ile nümerik olarak hesaplanırsa, 


co 
J z A 0.900292 4 0.080019 4 0.016046 -- 0.003003 — 0.999360 
1 


(40) (20) (10) (10) 


bulunur. Yukarıdaki sayısal değerlerin altında parantez içinde verilen değerler, kullanılan aralık 
sayılarını göstermektedir. Sonuç olarak integral 1.99872 bulunur. Yapılan hatanın bir kısmı Simp- 
son kuralından bir kısmıda son integral teriminin ihmal edilmesinden kaynaklanmaktadır. 


Program 5. Kuadratür türeten BASIC Alt Programı. 


100 
110 


-- INTEĞRAL YONTEMLERININ KUADRATUR FORMUNA 
-- UYARLANMASINI SAGLAYAN ALT PROGRAM. 

-- BU ALT PROGRAM HERHANGI BIR A < X < B ARALIGI 
-- ICIN YONTEM KUADRATURLERINI TEMIN EDER. 
METOD - 0 O YAMUKLAR KURALI 

-- si SIMPSON KURALI 

.. « 2 GAUSS CHEBYSHEV 

-- DIM X(N) ,W(N) DEYINI ANA PROGRAMDA YER ALMALIDIR. 
)sA : Hs(B-A)/(N-1) 

230 FOR 152 TON 

240 X(I)sX(1-1)4H 

250 NEXT I 

260 IF (METOD-0) THEN 270 ELSE IF (METODsi) THEN 320 ELSE 400 
270 W(1)0.64H : W(N)0.64H 

280 FOR 1-2 TO (N-1) 

290 WCI)H 

300 NEXT I 

310 RETURN 

320 W(1)H/3 : W(N) 4/3 

330 FOR 12 TO (N-i) STEP 2 

340 W(1)44H/3 

360 NEXT 1 

360 FOR 1-3 TO (N-2) STEP 2 

370 W(1) 244/3 

380 NEXT I 

390 RETURN 

400 PIsAXATN(1) 

410 FOR Isi TON 

420 X(1)-C0S((241-1)4P1/ (24N)) 

430 X(1)0.54((B-A)#X (1) #(B*#A)) 

440 WCI)sPI/N 

450 NEXT I 

460 RETURN 


“BEBBBBEB 
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Program 6. BASIC Ana Programı. 


10 REM -- KUADRATURLER ILE INTEGRAL HESABI YAPAN ANA PROGRAM 
20 REM -- A,B INTEGRAL SINIRLARI, N NOKTA SAYISI 
30 REM -- 

40 INPUT A,B,N 

46 DIM X(N) ,W(N) 

50 DEF FNF(X)s4FONKSIYON BURAYA GELECEK) 

55 GOSUB XXX 

60 TOPLAN»O 

66 FOR Isi TON 

70 TOPLAMsTOPLAN*W (1) #FNF(X(1)) 

76 NEXT 1 

80 PRINT "INTEGRAL»" ;TOPLAM 

85 END 


Bu bölümde bahsedilen bütün integral yöntemlerini (Romberg hariç) kuadratürler cinsiden 
ifade edebiliriz. Yamuklar ve Simpson kuralları ile Gauss-Chebyshev kuadratürlerini hesaplayan 
alt program verilmekte ve kullanıcıya bu metodlar sanki kuadratürler ile integral hesabı yapma 
imkanı vermektedir. 


Bu alt programı kullanarak integral hesabı daha da kolaylaşmaktadır. Ana programda integral 
artık toplam şeklinde ifade edilebilirler. 


Bu anaprogramda GOSUB XXX kuadratürlerin hesaplandığı alt programın başlangıç satır 
numarası olmalıdır. Eğer kuadratürleri hesaplayacak alt program yoksa, o zaman, kuadratürler 
READ-DATA deyimleri ile ana programa okutulmalıdır. 


4.8 İKİ KATLI İNTEGRALLERİN HESABI 


İki katlı integralin aşağıdaki şekilde verildiğini kabul edelim. 


1 İf idiniz 


Bu iki katlı integralden ilk önce y değişkeni üzerinden olan integrali ele alalım. 


F(a)- İ i Jz,y)dy (4.61) 


Denklem (4.61) ile verilen integral artık z değişkeninin bir fonksiyonu olmuştur. O halde genel 
şekli yukarıda verilen çift katlı integral 


Fi J * elejdz (4.62) 


şeklinde yazılabilir. Daha sonra yapılacak iş |a,b| ve (e, d| aralıklarının kaç parçaya bölünmesi 
gerektiğidir. Örneğin, (a, 0) aralıgı N ve |c, d| aralıgıda M parçaya bölünmüş olsun, o zaman aralık 
genişlikleri Az — (b—a)/N ve Ay - (d—ce)/M olacaktır. Bundan sonra artık integral işlemi hangi 
yöntemi uygulamak istediğinize bağlıdır. Burada Yamuklar kuralını uygularsak, 
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F(a) x | /(x,0) * f(z,d)*2 a İlz,e* in) (4.63) 
jzı 
> N—I 
e > |F(a) 4 F(b d)*2 DR F(a*iAâz) (4.64) 
izl 


ifadeleri bulunur. Denklem (4.64) te F(z) yerine Denklem (4.63) ile verilen formülü koyarak 
nümerik integral hesaplanmış olur. 


Bu integralin z yönünde N-nokta ve y yönünde M-nokta Gauss kuadratürü ile hesabı aşağıdaki 
şekilde genelleştirilebilir. 


F() a sy in v/(2,0;) (4.65) 
jzl 
rw? zn > wF(â) (4.66) 


burada #; — |(—)2;4(b4a))/2 ve ğı — ((4—c)yı #(d*4c)|/2 ile hesaplanan değerlerdir. Denklem 
(4.65), Denklem (4.66) da yerine yazılırsa, 


IK (>) ( 2) DD ww İi Üz) (4.67) 


genel formu elde edilir. 


ÖRNEK 10. Aşağıdaki çift katlı integrali 3-Nokta Gauss kuadratürü ile hesaplayınız. 


2 p3 
İ | ertidydz 
0 1 


Çözüm: 3-Nokta Gauss kuadratürlerini Ek-1'den okuduktan sonra, #; ve ğ; yeni kuadratürleri 
hesaplamak gerekir. Bu kuadratürler, 


Üz tl, İÜ 112 
olarak bulunur. Sonuçları tablo haline getirelim. 


Tablo 4.5 teki kuadratür değerleri iki katlı integral formülüne koyar ve aritmetik işlemleri 


yaparsak, i 


3 
1 Y 7 Y wiwşeti - 10.9541045 
izl jzl 
bulunur. Gerçek integral ise 110.96036 dır. Bu örnek problem için yazılan BASIC ana programı ver- 
ilmekle birlikte öğrencinin programı değişik N değerleri için çalıştırıp elde edilen sonuçları ird- 
elemesi teşvik edilmektedir. 
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Tablo 4.5: Örnek 10 için hazırlanan kuadratür tablosu. 

| 0 || ww | & | ü | 

0.774596 | 0.555555 | 0.335404 | 1.225404 

0.000000 | 0.888888 | 1.000000 | 2.000000 

40.774596 | 0.555555 | 1.774596 | 2.774596 


Program 7. Gauss integrasyon metodu ile herhangi bir /(2, y) fonksiyonunun çift katlı belirli 
integralinin hesabını içeren BASIC Ana Programı. 


10 REM -- FNF(X,Y) FONKSIYONUNUN A<X<B, VEC<Y<D 

15 REM -- ARALIGINDA CIFT KATLI INTEGRALINI GAUSS KUADRATURU 
20 REM -- ILE HESAPLAYAN ANA PROGRAM. 

25 REN -- BURADA X VE Y YONUNDE N-NOKTA GAUSS GAUSS 

80 REM -- KUADRATURLERI KULLANILIYOR. 


40 DEF FNF(X ,Y)sEXP(X4Y) 

50 READ A,B,C,D,N 

60 DATA 0,2,1,3,3 

70 DIM XX(N) ,YY(N) ,X(N) WC) 


80 GOSUB 190 
90 FOR Isi TO N: YY(1)X(1)42 : NEXT I 
100 GOSUB 190 
110 FOR Isi TO N: XX(I)sX(1)41 : NEXT İİ 
115 TOPLAN»0 


120 FOR Isi TO N: FOR Jsi TON 

125 TOPLANsTOPLAM*Y (1) #W(J)#FNF(XX(1) ,YY(J)) 
130 NEXT J,I 

135 TOPLAN»O.254(B-A)#(D-C) #TOPLAM 

140 PRINT TOPLAM 

150 END 


Bu ana programda GOSUB 190 deyimi ile ima edilen Alt program Kısınm 4.4 te verilen ve 
N-Nokta Gauss kuadratürlerini hesaplayan altprogramdır. Yamuklar ve Simpson yöntemleri ile 
çift integralin hesaplandığı program veya altprogramların hazırlanması öğrenciye bırakılmıştır. 
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ÖZET 


İki tür fonksiyonların integralinin hesaplanması söz konusu olabilir: kesikli olarak dağılımı ver. 
ilmiş fonksiyonlar ve analitik olarak tanımlanmış fonksiyonlar. d 


Kesikli dağılımı verilen fonksiyonların integralleri Yamuklar veya Simpson kurallarını kulla- 
narak hesaplayabiliriz. İntegrallerin daha hassas hesaplanabilmesi için Simpson kuralı tercih 
edilmelidir çünkü Simpson kuralı ile hesaplanan integralin hata mertebesi O(h*) iken Yamuklar 
kuralında bu hata O(h2) olmaktadır. İntegrallerin hassasiyeti uç-noktalı düzeltilmiş formüllerin 
kullanılmasıyla daha da arttırılabilir. Eğer aralık sayısı çift ise Simpson tek ise Yamuklar ku- 
ralı daha hassas sonuç verir. 


Romberg integrasyon tekniğini kullanmak ancak ve ancak kesikli dağılımı verilen fonksiyonun 
aralık sayısı iki ve ikinin katları şeklinde ve yeterli sayıda olması halinde mümkündür. 


Analitik olarak verilmiş fonksiyonların belirli integrallerinin hesaplanmasında dikkat edilecek bir 
kaç nokta vardır: (i) fonksiyonun tekil nokta veya noktaları varmıdır? varsa Gauss-Chebyshev for- 
munda veya o form'a dönüştürülebilir mi? (ii) integral has olmayan integralmi dir? İntegral Gauss- 
Laguerre veya Gauss-Hermite metodu ile hesaplanabilir mi? Eğer fonksiyon integrali has ve tekil 
noktasıda yok ise, o zaman Yamuklar, Simpson, Romberg veya Gauss integrasyon tekniklerinden 
herhangi biriyle hesaplanabilir. Gerek elle gerekse bilgisayar ile yapılacak integral hesapta Gauss 
kuadratür yöntemi diğer yöntemlerden daha az işlem gerektirmesinden ve maksimum hassasiyeti 
sağlemasından dolayı tercih edilmelidir. Ayrıca integral sınır değerlerinin fonksiyonun kaldırılabilir 
tekil noktası olması halinde, Gauss Kuadratürlerindeki 7;'ler tam olarak tekil noktalara denk 
gelmesinden dolayı integral hesap başarıyla yapılır. Fakat hassas hesap yapabilmek için yüksek 
mertebeden kuadratürler kullanılmalıdır. 


Has olmayan integraller için iki kuadratür metodu verilmiştir: Gauss-Laguerre ve Gauss- 
Hermite. Bu integral hesap metodları ile hemen hemen bütün has olmayan integraller hesaplan- 
abilirler yeterki fonksiyonun tekil noktası olmasın. Fakat öncelikle has olmayan integrallerin has 
integrallere dönüştürülüp dönüştürülemeyeceği araştırılmalıdır. Has olmayan integrallerin normal 
integral teknikleri ile (Yamuklar, Simpson, vs..) ”sonsuz” için büyük sayılabilecek bir sayının kul- 
lanılması ile yapılacak integral hesap sakıncalıdır. Çünkü bu büyük sayı ile *sonsuz” arasında kalan 
kısmın integralinin büyüklüğünü tahmin etmenin kesin bir yolu yoktur ve bu kısım hata terimine 
ilave edilerek integral hesapta hatanın artmasına sebep olur. 
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PROBLEMLER 


4.1 Aşağıdaki şekilde kesikli dağılımı verilen fonksiyonun integralini (a) Yamuklar Kuralı (b) 
Simpson Kuralı (c) Düzeltilmiş Yamuklar ve Simpson Kuralları (4) Romberg Kuralına göre 
integralini hesaplayınız. Gerçek integral değeri olan 0.16666666 ile karşılaştırınız. 


el 0  2.48833 | 637824 | 10.4858 | 18.8957 | 32.000 | 51.5363 | 79.6263 | 118.8140 


4.2 Aşağıdaki şekilde kesikli dağılımı verilen fonksiyonun integralini (a) Yamuklar Kuralı (b) 
Simpson Kuralı (c) Düzeltilmiş Yamuklar ve Simpson Kurallarına göre integralini hesaplayınız. 
(Fonksiyonun gerçek integrali 5.0496 dır.) 


*TTTTTTTETITOET 


Li 
İli) | 1.6487 | 1.915 | 2.2256 | 2.6867 | 3.0041 | 3.4903 | 4.0502 


İ 014) lldz 
0.5 


4.3 Aşağıdaki integrali Romberg integral tekniğini kullanarak ve hata mertebesi e — 1.0 x 10- 
dan küçük olacak şekilde hesaplayınız. 
0.8 
İ “de 
o 


4.4 Aşağıdaki integrali aralığı 11 eşit parçaya bölerek hem Simpson hem de Yamuklar kuralı ile 
hesaplayınız. (Gerçek değer 4.353477 dir.) Hangisi daha iyi sonuç verir? Neden? 


“ 
İ In(5 — 4c0sz)dz 
0 
4.5 Aşağıdaki integralleri nümerik olarak hesaplayınız. 


x 2.5 xj4 
3 2 ucosudu 5 2 
N 7“ cosz“dz, | sisir | sin(arctanlog 2” )dz 


4.6 Aşağıdaki integrali Gauss Kuadratürünü kullanarak nümerik olarak hesaplayınız. 


li In(z)dz 
0 


zl 


4.8. İKİ KATLI İNTEGRALLERİN HESABI 77 


4.7 Aşağıdaki integralleri nümerik olarak hesaplayınız. 


di © siz “sin, * de 
ço coshz' (, 5432-1 J/, z - o 


4.8 Aşağıdaki integralleri nümerik olarak hesaplayınız. 


© e-std; * Siz ağ w 
Samani varr İğ /3 —ı 2 
—co elsi 4 3 a İl vi ir, | " In(1 ii Jdz 


4.9 Aşağıdaki integralleri nümerik olarak hesaplayınız. 


5 


cos xdz sin zdz 


EE 


Ji sna tan zdz. f in ni 
MENi 


4.10 Aşağıdaki integralleri nümerik olarak hesaplayınız. 


1 pa ” 3 p2r? 7/2 p2sind 
İ İ zye”” dydr, J İ Ve? * ye-(4t9)dydz, İ İ r3 sinh(rsin 4)drd4 
o Jo —ı Jo o Jo 


0.05 (3.88 
Ni (Ez 22 —. J | log(z * y? 4 50)dydz 
o J-ız 


4.11 f(x) — e-*inl2x $ 2) fonksiyonunu (7,7) aralığında m terimli Fourier serisine açınız. 
Fourier serisinin katsayılarını ve seriyi herhangi bir z için hesaplayan bir BASIC programı yapınız. 
Katsayıların hesabında yapılacak hata e < 10-* olsun. 


Fourier serisi ve katsayıları: 


M 
İRK 7 * D len cosnz tb, sin nz) 
pt 


e ki 
ü,—— | J(a)cosnzdr, b, -— J İlz)sinnzdz 
m yg 


olarak verilmektedirler. 
4.12 Aşağıdaki integralleri dört basamağa kadar hassas olarak hesaplayınız. 


© 6-21; © zde 
İğ ere A 
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4.13 Si(z) fonksiyonu, Si(z) — fç sin udu/'u olarak tanımlanıyor. Bu tanımdan yararlanarak, 
Iw gi 
İ Si(z) —sinz 5 
0 zi 
integralini hesaplayınız. 


4.14 Aşağıdaki şekilde verilen Gauss formülü için, integrasyon parametrelerini saptayınız. (Yani, 
w,, we ile zı, za değerlerini bulunuz.) 


İ Ye) sn ff) * flan) 


4.15 Aşağıdaki şekilde verilen Gauss formülü için, integrasyon parametrelerini saptayınız. 


1 
İ inzf(2) swf(2z1) tw /(2>) 
4.16 Aşağıdaki şekilde verilen integral denkleminde /(z) fonksiyonunun kesikli dağılımı biliniyor. 
yiz) — 4), Hujylu)du 
(2) fonksiyonunun dağılımı: 


a İBöco İ 0767 İ 04685 İ 03886 10287 


y(0) — 1 olduğuna göre, z — 0(0.25)1 için integral denklemin çözümlerini bulunuz. İntegral hesap 
için Simpson kuralını ve Bessel interpolasyon formülünü kullanınız. 


Bölüm 5 


LİNEER DENKLEM SİSTEMLERİ VE 
MATRİSLER 


Lineer denklem sistemlerinin çözümü veya matrisin tersini bulma işlemleri bilgisayarın hesaplama 
süresinin önemli bir kesirini oluşturur. Lineer denklem sistemleri diferansiyel denklemlerin nümerik 
çözümleri, yapısal analiz, network analizi, optimizasyon, ve veri analizi gibi birçok problemlerin 
çözümlerinde karşımıza çıkarlar. Oldukça fazla sayıda denklemden oluşan sistemlerin çözümlerine 
sıkça karşılaşılır. Bu durumda denklem sistemlerini hem doğru hem de verimli bir şekilde çözmek 
için uygun metodu saptamak önemli olmaktadır. Bu bölümde bizde denklem sistemlerini çözmek 
ve matrisin tersini almak için mevcut teknikleri işleyeceğiz. 


5.1 TEMEL BİLGİLER 


Bir matrisin n satır ve n sütunu var ise bu matrise Kare Matris denir ve n X n ile gösterilir. Örnek 
olarak 4 x 4 lük bir matris aşağıdaki şekilde verilmiş olsun. 


dâıı 412 dış di14 
A-|921 422 423 G24 5.1 
Ası A32 433 A34 ) 
Aşı Gaz das daş 
Köşegen 41, 422, 33 ve a4ş elemanlarından oluşmakta olup bu terimlere matrisin Ana Köşegeni 
denir. Eğer matrisin elemanları arasından 4;; — âş; bağıntısı var ise matris simetriktir denir. Bir 
Üst Üçgensel Matris ana köşegen altında kalan bütün elemanları sıfır olan matristir. 


Ayı 41ız dış 414 
0 âz3 473 424 (5.2) 
0 0 âsşs 434 < 
0 0 0 044 


Az— 


Denklem (5.2) ile verilen A matrisi bir üst üçgensel matristir. Benzer şekilde A4 Üçgensel Matris 
te matrisin ana köşegeni üstünde kalan bütün elemanları sıfır olan matris olarak tanımlanır. Birim 
matris I ile gösterilir ve ana köşegeni ”1” diğer elemanları sıfır olan matristir. Band Matris ise ana 
köşegen etrafındaki köşegenlerde sıfır olmayan elemanlardan yoğunlaşmış matristir. 


79 


80 BÖLÜM 5. LİNEER DENKLEM SİSTEMLERİ VE MATRİSLER 


âyı 415 0 0 
A-l92ı 422 433 | 
O as; ü33 Asa 

O 0 di3 d44 
A matrisi band genişliği üç olan bir band matristir ve band genişliği üç olan matrislere ayrıca Üç 
Köşegenli matris te denir. 


(5.3) 


A,BveCnxn'lik kare matrislerinin elemanları sırasıyla âi;, bi; ve Ci; olarak verilmiş olsun. 
CAB operasyonu neticesinde C matrisinin elemanları cj; — dj; £ bi; ile hesaplanır. Eğer C 
matrisi bir çarpım matrisi ise, yani, CA xB, o zaman çarpım matrisinin elemanları: 


Cij — > Gikbkj 
zi 


ifadesinden hesaplanır. Eğer A matrisi, boyutu n olan bir X vektörü ile sol taraftan çarpılıyorsa, 
sonuç bir vektördür. Sonuç vektöre R dersek, yani, R-AXxX, çarpım vektörünün elemanları, 


V— >> dikik 
Gİ 
ifadesinden hesaplanır. 


Dördüncü mertebeden bir lineer denklem sistemini (4 x 4) aşağıdaki şekilde yazalım. 


Ayıtı İt 41222 İ dı3i3 İt dışta  — rı 
A3ıtı İt 42313 İt dasiş İt dağa — fa 
Aşığı * 432323 1 43313 İt da — f3 
O4ılı İt daşta İT dast3 1 daa — Ta 
veya eşdeğeri matris formunda, 
4)ı 412 41ı3$ 414 Zı rı 
42ı 422 023 024 72) .(72 (5.4) 
âşı 4352 4ş$ş d34 73 rs 
â4ı 047 G43 G44 74 T4 
veya Denklem (5.4)'ü matris denklemi olarak ifade etmek mümkündür. 
AX—R (5.5) 


Burada A matrisi 4 x #lük bir kare matris, X uzunluğu 4 olan bilinmeyenlerden oluşan vektör ve 
R'de aynı uzunlukta olan sağ-taraf vektörüdür. 


Denklem (5.5) ile verilen matris denklemini çözmede kullanılan metodlardan birisi de Kramer 
kuralıdır ve herhangi bir 7; için çözüm 


—. detA; 
det 


ile verilir. Burada detA,, matrisin #.nci sütunu R vektörü ile değiştirilmiş matrisin determi- 
nantını ifade etmektedir. Lineer denklem sistemini (n Xx n için) Kramer metodu ile çözmek için 
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yapılması gereken temel aritmetik işlem sayısı O(n*) mertebesindedir. Bu metodun bilgisayarlarda 
lineer denklem sistemini çözmede kullanılması, gerektirdiği işlem sayısı itibariyle pratik değildir ve 
bu bölümde daha pratik olan metodlara değineceğiz. Denklem (5.5) ile verilen matris denkleminin 
çözümü matris notasyonu ile, 


X-A“İR (5.6) 


şeklinde gösterilir. Fakat bu denklem sisteminin çözümü ters matris'i bulmaya gerek kalmadan da 
yapılabilir ve bu metodlar bilgisayar zamanı açısından da daha verimli metodlardır. Buna rağmen 
bazen Denklem (5.6) ile verilen çözüm tercih edilebilmektedir. Tercih edilebilecek durumları şöyle 
sıralayabiliriz: 


(a) Bazı durumlarda sadece R vektörünün değiştiği ve A matrisinin aynı kaldığı birçok den- 
klem sistemleri için çözümlerin elde edilmesi gerekiyorsa, o zaman A-! bulunur ve R vektörü ile 
çarpılarak çözümler elde edilir. Bu durumda ters matrisi (A-! matrisini) bulmak avantajlıdır. 


(b) Bazı önemli bilgiler bir matrisin tersinden doğrudan veya dolaylı olarak elde edilebilir. 
Örneğin, denklem sisteminin ”şartlanması” ile bilgiler matrisin tersinden çıkartılabilir ve çözümde 
meydana gelebilecek yuvarlama hataları hakkında bilgi verir. ”Şartlanma” ile ilgili detaylı bilgiye 
5.4.ncü kısımda yer verilmiştir. 


(c) Bazı bilgisayar kütüphanelerinde matrisin tersini hesaplayan paket programlar mevcut ola- 
bilir. Bu programlar genellikle oldukça etkili programlardır. Matris tersini bulan bu tür program- 
ların kullanılması çözümün verimliliği ve doğruluğu kendi yazacağınız bir programa oranla daha 
fazladır. 


5.2 GAUSS VE GAUSS-JORDAN YOKETME METOD- 
LARI 


Lineer denklem sistemlerinin çözümleri ve ters matrisin bulunması işlemleri için en sık kullanılan 
direkt metodlardır. Bu metodlar oldukça eski olmalarına rağmen nümerik hesaplamalarda en etkili 
ve pratik metodlardır. 


Aşağıda verilen dört bilinmeyenli dört denklemin matris formunu ele alalım. 


dıı 412 dı3 414 Tı Yı 
421 022 423 424 >). .jr (5.7) 
d3ı (s2 (33 G34 73 3 
daı Gaz das daş 74 4 


Gauss yoketme metodu aslında satır işlemlerinden ibarettir. İlkin birinci satır a, ile bölünür: 


1 dj; diş 0), zı ri 
a2ı 422 d23 424 2)...” (5.8) 
Ası 432 (433 (34 73 rs 
G41 042 G43 d44 74 T4 


Burada (*) ile gösterilen matris elemanları bu elemanların değiştiğini ifade etmektedir. Birinci 
denklem &zı ile çarpılıp ikinci denklemden çıkartılır. 


yi ———— AŞ ça 
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1 az diş 0); zı rı 

0 aş a ayle) |(r (5.9) 
ası 432 033 (34 73 rs 
Aşı G42 G43 44 14 T4 


Birinci denklem şimdi aş, ile çarpılıp üçüncü denklemden daha sonra da a4, ile çarpılıp dördüncü 
denklemden çıkartılırsa, 


1 / 1 
1 diz “13 O zı ri 
O az, üz, 074 2) jİr 
5.10 
0 / / ı 52 rl Ni 
on e İEP) | 
0 aş; döşy düş, 74 T4 


elde edilir. 


Aynı şekilde ikinci satır 42, ile bölünür ve bu elemanın bulunduğu sütunda ve altındaki ele- 
manlar benzer şekilde sıfırlanır. Böylece köşegen üstündeki elemanlar ”1” yapılırken alt üçgensel 
kısım sıfırlanmış olur ve sonuç olarak denklem sistemimiz aşağıdaki şekli alır. 


1 af; diş 04) /21 ri 
0 i 423 a) 72 pi r) 
» İz )-(2 (6.11) 
0 0 0 1 74 r 


Denklem (5.11) ile sistemimizi bilinmeyenler için çözebilecek bir şekile sokmuş oluyoruz. Gauss 
yoketme metodunda bilinmeyenleri en alttaki denklemden başlayarak en üstteki denkleme doğru 
ilerleyerek buluyoruz. En alttaki denklemden, 


4 


üçüncü denklemden, 
73 t 03474 —rş Veya 73 —r3 — 05474 


ikinci denklemden, 
1g ta)gis tka),T4a—r), veya 13-1) — ü)s1ş — A),Tş 
son olarak ta birinci denklemden, 
Bı $ 01372 4 0)473 * 01,74 —r) veya Zi <P) — 87372 — Gg — 07474 
bulunur. 


Gauss-Jordan metodunda ise yoketme işlemi üst üçgensel kısım için de uygulanır. Denklem 
(5.11) den hareket ederek bu işlemin aşamalarını göstermek istersek; ikinci denklem 4) , ile çarpılıp 
birinci denklemden çıkartılırsa, 


MESANE 
da3 424 21.172 
00 1 aş, 3) İrş (6.12) 
00 0 l 74 rı 


elde edilir ki burada da (” ) notasyonu ile berirtilen elemenların ikinci defa değiştiğini belirtmektedir. 
Bu yoketme işlemlerini üçüncü ve dördüncü satırlar için devam ettirecek olursak, 
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100 0X /m , 
0100 »l İri 
001 0)l25)“İ# (6.13) 
000 1)Na n 


nihai denklem sistemi elde edilir. Buradan denklem sisteminin çözümünün sağ taraf vektörü, yani 
Zr), 26), ezrş, mzrj 


olduğu görülür. 


Gauss yoketme metodu için bir algoritma aşağıdaki şekilde verilmektedir. Bu Algoritma da 
kullanılan i — a(6)e şeklindeki gösterimin anlamı i — a'dan e ye kadar b'lik arttırır'ı kastediyor. 


1. A kare matrisi ve R sağ taraf vektörü temin edilir. 


2. k — 1(1)m'e kadar p — I/apk ve rk — rx #p hesaplandıktan sonra it 3-6 aşamalar her k için 
tekrarlanır. 


8.i-(k4*1)(1)n için aki - aki *p hesaplanır. 
4.i5(k£*1)(1)m'e kadar 5-6 aşamalar her i için tekrarlanır. 


5. j5 (k*1)(1)n'e kadar Gauss yoketme işlemi matris için Gi; — Gi; — Gjx * ar; ifadesinden 
hesaplanır. 


6. Sağ taraf vektörü ise yoketme sırasında r; — r; — dik * rr ifadesi gereğince değiştirilir. 
7. Yoketme işlemi tamamlandıktan sonra z,'nin çözümü 7, —r, dir. 
8.k—(n—1)(—1)0e kadar 9-11 aşamalar her k için tekrarlanır. 

9. Toplam) alınır. 

10. j5 (k *1)(1)n'e kadar Toplam—Toplam*taş; * z; ifadesi hesaplanır. 

11. k.ncı bilinmeyen z4 — r.—Toplam formülünden hesaplanır. 


Gauss-Jordan yoketme metodu için hazırlanabilecek herhangi bir algoritma Gauss yoketme 
metodun da gerçekleştirilen alt üçgensel matrisin sıfırlanması işlemini içerecektir. Bu nedenle 
algoritma da Gauss yoketme yöntemi için verilen algoritmanın 7-11 aşamaları aşağıdaki şekilde 
değiştirilmesi yeterli olacaktır. 


7.jn(-1)2'e kadar 8.nci aşama tekrarlanır. 


8. Üst üçgensel matris sıfırlanırken sağ taraf vektörü i — (/— 1)(—1)V'e kadar r; —r;—aij#rj; 
şeklinde değiştirilir. 


9. Çözüm vektörü sağ taraf vektörüne eşittir ve j — 1(1)n'e kadar 7; —r; alınır. 


Aynı şekilde, hazırlanacak herhangi bir programda da sadece 7-11 aşamalarının olduğu kısımlar 
değiştirilmelidir. 
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Program 1. Gauss yoketme metodu ile n bilinmeyenli n denklem sisteminin çözümünü yapan 
BASIC Alt Programı. 


90 
92 
94 
96 
100 
110 
120 
130 
140 
150 


REN ( N X N ) SEKLİNDEKİ LINEER DENKLEM SİSTEMİNİN 
REM A(N,N) » DENKLEM SISTEMINI BELİRLEYEN MATRIS 
REM RON) Oo SAG TARAF VEKTORU 
REM X(N) oo» BILINMEYENLER VEKTORU DUR. 
REM GAUSS-YOKETNE METODU ILE COZUNUNU ICEREN BIR 
REM ALT PROGRAMDIR. 
REM 
DIM A(N,N) ,X(N) RON) 
FOR Ksi TON 
Ps1/A(K,K) 
RK) sR(K)#P 
FOR I-(K*1) TON 
ACK,I)sA(K,I)#P 
NEXT I 
FOR Im(K*1) TON 
FOR J-(K*1) TON 
ACI,I)mACI,J)-ACI K)#A(K,I) 
NEXT J 
R(I)sR(I)-ACI ,K)#R(K) 
NEXT I 
NEXT K 
KO) R.N) 
FOR Ks(N-i) TO 1 STEP (-1) 
TOPLANs0 
FOR J-(K*1) TON 
TOPLAMsTOPLAM*A (K ,J)4X(J) 
NEXT J 
X(K)sR.(K) -TOPLAM 
NEXT K 
RETURN 


Gauss-Jordan metodu için hazırlanan alt program Gauss yoketme metodu için verilen alt pro- 
gramda algoritma gereği yapılan değişiklikler burada verilmektedir. 


260 
270 
280 
290 
300 
310 
320 
330 
340 


FOR JsN TO 2 STEP (-1) 

FOR 1-(J-1) TO 1 STEP (-1) 
R(I)sR(I)-ACI,I)AR(I) 

NEXT J 

NEXT I 

FOR Isi TON 
K(I)sR(I) 

NEXT 1 

RETURN 


İİ 
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5.3 GAUSS-JORDAN YOKETME METODU İLE TERS 
MATRİS BULMA İŞLEMİ 


Bir A kare matrisinin tersi eğer matris tekil değilse mevcuttur; yani, det A# 0. Matrisin tersini 
bulmak aynı lineer denklem sisteminin çözümüne benzemektedir. Burada ki tek fark sağ taraf 
vektörü yerine sağ tarafa birim matrisi yerleştirerek Gauss-Jordan yoketme metodunun uygulan- 
masıdır. İşlem tamamlandığında sol tarafta birim matris oluşurken sağ tarafta (yani, birim matrisin 
bulunduğu yerde) matrisin tersi oluşur. Bu işlemleri açıklamak için A kare matrisini aynı boyutlu 
birim matris ile beraber aşağıdaki şekilde yazalım. 


4ıı Gız dış dı4 1 0 00 

431 472 473 daş 010 0 

Ası 437 ü33 ü34 0010 (5.14) 
Aşı G42 d43 daş 0001 

Şimdi Gauss-Jordan yoketme işlemine başlıyalım. İlk önce birinci satırı aj, ile bölelim. 

l al, ai, Gi; bı 0 00 
421 422 423 d24 0 100 
Aşı 32 dş3 üg4 O 010 (5.15) 
Aşı Gaz G3 daş O 001 


Daha sonra birinci sütundaki matrisin diğer elemanlarını sıfırlamak için birinci satırı sıfırlanacak 
satır elemanı ile çarpıp o satırdan çıkartalım. 


1 Giz Gis 04 a 0 : : 

0 a); G5 ün zı İ 

O ak; ağ, ak,)lds 0 1 0 (5.16) 
0 a); diş 04, ba 0 01 


Bu işlem yapılır iken birim matrisin bulunduğu kısım da yoketme işleminin uygulandığı sütundaki 
elemanlar değişmektedir. 


Yok etme işlemi soldaki matris birim matris'e dönüşünceye kadar devam ettirildiğinde 
00 ii bız bis in 
0 0 1 baz bas bas 
1 0l)ldsı bs3 bos baş (617) 
O 1/ Xd baz bas baş 
oluşturmaktadır. 
Gauss-Jordan metodu ile ters matrisin bulunması için olası bir algoritma verilmektedir. 
1. A matrisi temin edilir. 
2. B birim matrisi i — 1(1)n'e kadar b;; — 1 alınarak oluşturulur. 
3. j1(1)m'e kadar p — I/aj; alındıktan sonra her j için 4-6.ncı aşamaları tekrarlanır. 


4. A matrisinin köşegenleri ”1” yapılırken birim matris ve ana matrisin j.nci satırlarındaki 
elemanlar k — 1(1)n'e kadar 
Dik bjk *p 
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djk Z âjk *p 
şeklinde değiştirilir. 
5.15 1(1)m'e kadar T — aj; alındıktan sonra 6.ncı aşama her i için tekrarlanır. 


6. j.nci satırda yoketme işlemi uygulanırken hem A hem de birim matrisin elemanları k — 
1(1)n'e kadar 
dik z Dik —TaA Dik 


dik Gik—T *ajk 
şeklinde değiştirilir. 


Program 2. n.nci mertebeden bir kare matrisini tersinin Gauss-Jordan metodu ile hesaplayan 
BASIC Alt Programı. 


100 REN --(N X N) LIK BIR KARE MATRISIN GAUSS-JORDAN YOKETNE METODU 
110 REM --ILE TERSININ BULUNMASI 

120 REN -- 

130 DIN A(N,N) ,B(N,N) 

140 FOR Isi TON 

150 B(1I,1)1 

160 NEXT I 

170 FOR Jsi TON 

180 Ps1/A(J,J) 

190 FOR Ksi TON 


200 B(J,K)B(J,K)#P 

210 A(J,K)sA(IJ,K)#P 

220 NEXT K 

230 FOR Isi TON 

240 TsA(I,I) 

250 IF (1-J) THEN 300 

260 FOR Ksi TO N 

270 B(I,K)sB(I,K)-T4B(J,K) 
280 ACI ,K)sAÇI ,K)-T#A(J,K) 
290 NEXT K 

300 NEXT 1 

310 NEXT J 

320 REM -- A MATRISININ TERSI ARTIK B MATRISIDIR. 
330 RETURN 


Bu kısımda verilen alt programlarda yer alan DIM deyimi ana programda bulunması daha 
doğrudur. Burada kullanılmalarının amacı öğrenciye hatırlatmadan öteye gitmemektedir. 


5.4 KÖTÜ ŞARTLANMIŞ MATRİSLER VE DENKLEM 
SİSTEMLERİ 


Kötü şartlanmış matrislerin kesin bir tanımı yoktur. Fakat matris kötü şartlanmış ise matrislerde 
hatalı ters matris ve denklem sistemlerinde de yalnış çözüm vektörü ile sonuçlanırlar. Kötü 
şartlanmanın varlığı ve etkileri matrisler ve denklem sistemleri ile uğraşanlar için çok önemlidir. 
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Eğer çözüm doğru ise kötü şartlanma hakkında endişelenmeyiniz, fakat bir matrisin tersine yada 
denklem sisteminin çözümüne bakarak sonuçların doğru olup olmadığını bilemeyiz. 


İlk önce matrisin tersi üstüne olan etkileri inceleyelim. Eğer matrisin tersindeki elemanlar- 
dan bazıları orijinal matrisin kendi elemanlarından bir kaç kat büyükse matris muhtemelen kötü 
şartlanmıştır. Kötü şartlanmayı saptamak için uygulanan kriterlerden biride matrisin deter- 
minantının hesabını içermektedir. Eğer matrisin determinantı küçük ise o zaman matris kötü 
şartlanmış olabilir. Fakat burada şu soru sorulabilir. Küçük derken ne kadar küçük olmalı? 
” Küçük” terimi ile belirlenen sınır nedir? Bu soruların cevabını bulmak için bir normalizasyon 
tekniği uygulanarak aşağıdaki kriter elde edilmiştir. 


<i (5.18) 


Şimdi de kötü şartlanmanın etkilerine bakalım. Etkiler ters matris hesabında veya denklem 
sistemi çözümünde yuvarlama hatalarından kaynaklanmaktadır. Bu yuvarlama hatalarını tesbit 
edecek iki basit fakat oldukça etkili yol vardır: Bunlar (1) A A-'—I ve (2) (A-1)-1—A dır. 


Yukarıda verilen iki yoldan birincisinde matris ve tersinin çarpımının birim matrisi verip ver- 
mediğine bakılır. Eğer birim matrisin elemanlarında önemli derecede sapmalar varsa; yani, sıfır 
olması gereken elemanlar sıfır sayılamayacak mertebelerde ise veya bir olması gereken köşegenler 
de bir den büyük veya küçük değerler alıyorlar ise işte o zaman oldukça ciddi yuvarlama hata- 
ları mevcuttur. İkinci yol ise en önemli olanıdır. Çünkü iki kere ters matris alınmakta ve yu- 
varlama hataları daha da artmaktadır. Sonuç matris orijinal matrisin elemanlarından sapmalar 
gösteriyorsa bu da yuvarlama hatalarının ciddi mertebelerde olduğunu göstermektedir. 


Kötü şartlanmanın nedeninin yuvarlama hatası olduğunu bildiğimize göre bu duruma karşı en 
iyi savunma sayısal değerlerin çok basmaklı olarak hafızada muhafaza edilmeleridir. Bu işlemde 
birçok programlama dillerinde ” Double Precision” olarak bilinen ve sayısal değerlerin sekiz basamak 
yerine onaltı basamağını hafızada tutan ve aritmetik işlemleri on altı basamak üzerinden yapan 
çalışama modu tercih edilmelidir. 


Kötü şartlanmanın en ciddi etkileri yoğun matrislerde (matrisin bütün elemanları sıfırdan 
farklı olan matrisler) görülür. Bu matrisler genellikle En Küçük Kareler metodu ile yaklaşım 80- 
nunda ortaya çıkarlar. Kısmi veya adi diferansiyel denklemlerin çözümünde ortaya çıkan matrisler 
de kötü şartlanma söz konusu değildir. 


Eğer sayısal değerlerin basamak sayısının arttırılması sonuçların iyileşmesini sağlamıyorsa o 
zaman kötü şartlanmış denklem sistemlerini birkaç aşamada çözecek bir teknik uygulanmalıdır. 
Böyle bir tekniği uygulamak için Denklem (5.5) ile verilen matris denkleminin kötü şartlanmış 
olduğunu varsayalım. Bu denklemden çözüm vektörünü, yani X'i, herhangi bir metod ile bulalım. 
Bu vektör yuvarlama hataları nedeniyle, doğal olarak, çözüm tam olmayacaktır, bu vektöre X 
diyelim. Şimdi Denklem (5.5)'i sağ taraftan A ile çarpalım. 


RPZAX 


Burada elde edilen R” vektörü de R den farklı olacaktır. Eğer bu denklemi Denklem (5.5) ten 
çıkartırsak, 
A(X-X)—R-R 


elde edilir. Burada E—(X—X) alırsak, bu yeni vektör bize hata vektörünü verecektir. O zaman 


AE-R-R' 
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denklemi yeniden herhangi bir metodla çözülürse E bulunur. Buradan da 


X-X':4E 
denkleminden X düzeltilmiş çözüm vektörü elde edilir. Bu işlem E vektöründeki elemanların mut- 
lak değerlerinden maksimum olanının bir € değerinden küçük oluncaya kadar devam ettirilmesiyle 
lineer denklem sisteminin doğru çözümü elde edilir. 


ÖRNEK 1. Aşağıdaki lineer denklem sisteminin kötü şartlanmış olup olmadığını inceleyiniz. 


2.3 4.015) (a) .. / 18.36 
2.3 4.016)16) “| 18.369 


Çözüm: Bu denklem sistemi Gauss yoketme metodu ile ve elle çözülürse a—1 ve b —4 elde 
edilir. Şimdi de kötü şartlanma için verilen kriteri uygularsak, 


2 2 
det A — 0.0023, D. Yağ,  42.82848 
(zi şz1 
değerlerini Denklem (5.18) de yerine koyarsak, 


0.0023 
V48.82848 


bulunur. Yani denklem sistemi kötü şartlanmış bir sistemdir. Bunu şöyle izah edelim. Denklem sis- 
teminde 4.016 elemanı yerine 4.0159 yazalım ve denklem sistemini yeniden gözelim. Bilinmeyenler, 
yani a ve b nin sırasıyla 0.2241547 ve 4.444444 olarak bulunurlar. Bu çözümün orijinal çözümden 
oldukça farklı olduğu görülmektedir. İşte bu nedenle kötü şartlanmış matris veya denklem sistem- 
lerinde matrisi oluşturan elemanların sayısal değerlerinin doğru olarak girilmesi ve mümkün olan 
en fazla basamakla işlem yapılması gerekir aksi halde bu örnekten de görüldüğü üzere elemanların 
sayısal değerlerinde kasten veya kasıtsız yapılan yuvarlamalar size cevaptan oldukça farklı sonuçlar 
getirebilecektir. 


—3.5144x 1071 <<1 


Bu örneği bir de kötü şartlanmış denklem sistemlerinin çözümlerinde uygulanabilen tekniği 
uygulayalım. R' vektörü 


RAW - 2.3 4.015) / 02241547) 18.36 
2.3 4.016 7 X 4.4444444 18.364445 


R R pa 18.36 — 18.36 eş 0 
1 18.364 18.364445 |) © | —0.000445 


bulunur. Şimdi de E vektörünü bulmak istersek, 


23 4.015) (a). 0 
2.3 4.016 )l eş ) “ | -0.000445 


denklemini çözmemiz gerekir. Çözüm vektörü ise, 


E- 0.7768152 
NN —0.445 
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bulunur. Düzeltimiş ve iyileştirilmiş çözüm vektörü 


-W — (0.2241547 0.7768152) . / 1.0009699 
omkuliam (saaat) ik ( —0.445 ) ii (50094444) 


olarak bulunur. Bu işlem bir kere daha yapılırsa a —0.9999225 ve b —4.0000444 bulunurlar. 
İlk hesapta yapılan mutlak hata e < 10“ iken bu değer işlemin tekrarlanmasıyla e < 10“*'e 
düşürülmüştür. 


5.5 JACOBİ İTERASYON METODU 


Lineer denklem sistemlerinin çözümünde denklem sistemi oldukça büyük ise o zamam Gauss 
veya Gauss-Jordan yoketme metodlarının kullanılması yapılan temel aritmetik işlem sayısının 
çokluğundan dolayı tercih edilmezler. Eğer bu denklem sistemleri bir diferansiyel denkleminin 
nümerik çözümü sonucu ortaya çıkıyor ise matrisin elemanlarının bir çoğu sıfır olup her iki yöntem 
de sıfırlar ile işlemler yapmakta ve gereksiz bilgisayar zamanını alabilmektedir. Ardışık-tekrar, yani 
iterasyon, metodları bu durumlarda tercih edilirler. Metodta çözümlere bir tahminde bulunulur 
ve denklemlerde yerlerine konularak uygun şekilde yeni tahmin değerleri hesaplanır. İşlemler bir 
birini tekrarlayan tahmin değerleri arasındaki mutlak fark çok küçük oluncaya kadar sürdürülür. 


Basit ve anlaşılabilir olması açısından Denklem (5.4) ile verilen dört bilinmeyenli dört denklemi 
ele alalım. Bu denklem sistemi 


1 
aft» Be ii - 01325”) —dısi ) — 0142”) 
arti) ir — Azar) — azsz$) — azı) 
22 


glatı) çi . üşı2) iz üz”) m aşızi”| 


1 
— inin m 0412) > 0432 > 04925”) 
şekinde yazılabilir. Buradaki üstel (n) gösterimi n.nci iterasyondaki tahmin değerlerini belirtmek- 


tedir. Üstün (0) olması durumu z;'lerin başlangıç tahmin değerlerini ifade etmektedir. Yukarıda 
verilen iterasyon şemasını (N x N) olan bir sisteme genelleştirirsek, 


i—l N 
li ri -Yeyz - $ vap) iz 1()N (5.19) 


şeklinde bir genel formül elde edilir. 


İterasyon işlemleri aşağıdaki kriterlerden biri veya ikisi de gerçekleşinceye kadar devam ettir- 


ilirler. 
int) — zin) 
max) Tari <a (5.20) 
i 
max |z(”t1) — (*)| < e, (5.21) 


90 BÖLÜM 5. LİNEER DENKLEM SİSTEMLERİ VE MATRİSLER 


Denklem (5.20) ile verilen kriter mutlak nisbi hatanın maksimumu ve Denklem (5.21) ile verilen 
kriter de mutlak hatanın maksimumunu saptayıp bu hataların €, veya ez gibi değerinden küçük 
yapılması işlemidir. Bu kriterler bütün iteratif metodların yakınsama kriterleri olarak kullanılırlar. 


5.6 GAUSS-SEIDEL İTERASYON METODU 


Bu yöntem de Jacobi metodunun hemen hemen aynıdır. Aradaki tek fark (n * 1).nci değerleri 
bulunan bilinmeyenler hemen kullanılırlar. Yani, 


1 
art) — hn üy32) mz a,s2)” 3 01474”) 


arti) Şir - âzı 24") — özay”) — özazi| 
22 


a0 —Irs — agızt — aşzzfrt) — 0542)” 
433 

1 
afet) — > İK — aşı zfr — agg) 0432("*0| 


Buradan da görüldüğü gibi ikinci denklemde zı yerine birinci denklemden hesaplanan (n * 1).nci 
tahmin değeri kullanılmış, üçüncü denklemde bir ve ikinci denklemlerden hesaplanmış olan zirt0) 


ve get) tahminler kullanılmıştır. Dördüncü ve son denkleme gelindiğinde tüm bilinmeyenler için 
(n 4 1).nci iterasyon değerleri bilinmekte olup son denklemde de bu değerler kullanılırlar. 


Gauss-Seidel iterasyon metodunun N x N lik bir sistem ve z; bilinmeyeni için genelleştirimiş 
formülü 


dii 


i—l N 
gr) ila Kaş “2. sab) i—1(IN (5.22) 
—I jzişi 


ile verilmektedir. 


5.7 SOR İTERASYON METODU 


SOR, (Succesive Over-Relaxation) olarak adlandırılan metodta iterasyon denklemleri aşağıdaki 
şekilde yazılırlar. 


art) e) hn — 4yı 24) — yz) — ayaz) — ayaz) 
al) zi) ir — üz — azal) — azsa) — aza) 
22 
i n$1) a) 4 çin NN aşır t0) öğle n$1) üyü rn) a3475”)| 


art) 2) İn — aşti) — azalt) — aşşa) — aş) 
“ 
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Şekil 5.1: İterasyon sayısının hızlandırma parametresi ile değişimi. 


iterasyon sayısı 


1 Wopt 


Her denklemde zi") terimlerine yapılan ilaveler Gauss-Seidel iterasyonuna yapılan düzeltmeleri 
göstermektedir. Bu iterasyon şamasının yakınsama hızını arttırmak amacıyla w gibi bir parametre 
ilave edilmektedir. Bu parametrenin ilavesiyle iterasyon denklemleri, 


git) z a) t agrı — 41125" a 0122 Nİ... â1s2)” — 01435) 


30 zi) 2g” — azalt) — azza$) — azga$) — ayaz”) 


art) zle) gi” — asıl — ayzaft) — asaf") — aşşa) 


(n4*1) (n*1) (241) ©) 


1) <7) liği — ALI — gaza) — aş”) — aşar 
şeklinde yazılırlar. w parametresine hızlandırma parametresi denir. Bu iterasyon metodunda 
parametre l < w < 2 aralığında seçilir ve bu aralıkta yakınsama hızının maksimum olduğu 
bir optimum hızlandırma parametresi (Wp) mevcuttur. Bu parametre için iterasyon sayısıda 
minimumdur. Şekil 5.1 de hızlandırma parametresinin nasıl optimum değerde minimum olduğu 
görülmektedir. Hızlandırma parametresi bir kaç yüzden fazla bilinmeyenden oluşan denklem Ssis- 


temlerinin çözümünde kullanılması gereken önemli bir faktördür. 
SOR metodunun herhangi bir z; bilinmeyeni için iterasyon denklemi genel olarak, 


jzl jzitl 


N 
af) su) vağlı Y ayafıt - > wap) iS)N (62) 


şeklinde yazılır. Bu denklemde w — 1 alındığında Gauss-Seidel iterasyon denklemlerini elde edilir. 
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Tablo 5.1: Jacobi iterasyon metodu ile iterasyon aşamaları. 


ÖRNEK 2. Aşağıdaki şekilde verilen lineer denklem sistemini iteratif metodları kullanarak 
çözünüz ve metodları karşılaştırınız. Bütün metodlarda başlangıç tahmin değerlerini ”1” ve SOR 
metodunda ise w—1.064 alınız. 


4 -1 0 0 0 Zı 1 
-1 4 -I 0 0 12 2 
O -1 4 -1i 0 73 )-1)2 
0. 0 -1 4 -I 74 2 
O 0 0 -? 4 75 2 


Çözüm: 


1. Jacobi İterasyonu Metodu: İlk önce bu denklem sisteminin iterasyon denklemleri yazılır. 


e) lela) 
KO — a Fal) 42) 
ge) Ha) zi) 42) 
e - Ha Ai) 42) 
ağ Haşa) 


Başlangıç tahmin değerleri 2 zl, i — 1(1)4 olduğuna göre iterasyon aşamaları başlangıç 
değerlerinden başlayarak ve iterasyon denklemlerini kullanarak yapılır. Tablo 5.1 de ilk 11 iterasyon 
verilmektedir. 


2. Gauss-Seidel Metodu ile denklem sisteminin iterasyon denklemleri aşağıdaki gibidir. 


git) Haş) 

at) Hel eke) 42) 
gt) (2 pt) ezin) 42) 
girti) —. Hart) Ez) 42) 
a e lee şa) 
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Tablo 5.2: Gauss-Seidel iterasyon metodu ile iterasyon aşamaları. 


1.0000 1. 1. : k 

0.4680 0.8585 0.9624 0.9900 0.9947 
0.4644 0.8566 0.9616 0.9890 0.9945 
0.4641 0.8564 0.9613 0.9890 0.9945 


who r 


Benzer şekilde başlangıç değerlerini ”bir” alıp işlemler yapılırsa Tablo 5.2 elde edilir. Çözüm 
vektörü Jacobi metodunun gerektirdiğinden daha az işlem ile yakınsamaktadır. 


3. SOR metodu ile sistemin iterasyon denklemleri w — 1.064 alındığında, 


at) 0.266(2) 41) — 0.0641 

at) — 0.266(zt0 si 42) — 0.0642)” 
Gt) 0.266) zl) 42) — 0.0642 
a) 0.266(EYİİ) zi) 42) — 0.0642) 
Gt)  0532(2(t) 41) — 0.0642) 


olarak bulunur. Bu metod ile gerçekleştirilen iterasyon işlemleri ise Tablo 5.3 te özetlenmektedir. 
Ayrıca SOR metodunu bu örnek problem için çözen alt ve ana programlar Program 3'te verilmek- 
tedir. 


Burada uygulanan her üç iterasyon metodu ile aynı sonuçların elde edildiği görülmektedir. 
Aradaki tek fark yapılan işlem, diğer bir değişle iterasyon, sayısındadır. Jacobi metodunda çözüm 
vektörü 11 iterasyonda elde edilirken, iterasyon (ardışık işlem) sayısı Gauss-Seidel metodunda 5 ve 
SOR (w — 1.064 için) metodun da ise 3'e düşmektedir. Eğer SOR metodu optimum parametre ile 
çözülmez ise, o zaman iterasyon sayısı Jacobi metodundan fazla da olabilecektir ve SOR metodu 
dezavantajlı bir durum arz eder. 
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Program 3. SOR iterasyon metodu ile denklem sistemini örnek 2 için çözen BASIC Alt ve 
Ana Programları (w — 1 iken Gauss-Seidel metodu elde edilir). 


10 READ N,0MEGA,EPSI 

20 DIN A(N,N) ,R(N) ,X(N) ,X0(N) 

30 FOR Isi TO N: FOR Jsi TO N: READ A(I,J): NEXT J,I 

40 FOR Isi TO N: READ R(I): NEXT I 

60 FOR Isi TO N: XO(I)si : NEXT İİ 

60 GOSUB 100 

70 FOR Isi TO N: PRINT TAB(10);X(I) : NEXT 1 

80 END 

90 DATA 6,1.2,1.E-4, 4,-1,0,0,0,-1,4,-1,0,0 

95 DATA 0,-1,4,-1,0,0,0,-1,4,-1,0,0,0,-2,4,1,2,2,2,2 
100 REM -- SOR ITERASYON YONTENI ILE (NXxN) LIK LINNER DENKLEM 
110 REM -- SISTENININ COZUMUNU HESAPLAYAN ALT PROGRAMDIR. 


120 REN -- A(N,N) » DENKLEM SISTEMININ BELİRLEYEN NATRIS. 
130 REM -- R(N) Oo SAG TARAF VEKTORU. 

140 REN -- X(N) os GOZUM VEKTORU. 

150 REN -- XO(N) » COZUM ICIN TAHMIN VEKTORU. 

160 REM -- OMEGA - RELAKSYON PARAMETRESİ. 

170 REN -- EPSI O» YAKINSAMA KRITERİ. 

180 REM -- 

190 ITER»İ 

200 FOR Isi TON 

210 ALTO 

220 UST0 

230 FOR Jsi TO (1-1) 

240 ALTsSALTAA(I,1)4#X(J) 

250 NEXT J 

260 FOR Jx(141) TON 

270 USTsUST*A(I,1)4X0(J) 

280 NEXT J 

290 X(1)(1-0MEĞA) *X0 (1) #OMEGA* (R.(1) -ALT-UST) /A(I,1) 
800 NEXT I 

310 HATA»O 


320 FOR Isi TON 

330 MHATAsABS( (X(1)-X0(1))/(X(I)*EPSI) ) 
340 IF (MHATA>HATA) THEN HATAsMHATA 
350 NEXT I 

360 IF (HATA<EPSI) THEN 420 

370 ITERsITER*İ 

380 FOR Isi TON 

390 X0(1)X(1) 

400 NEXT I 

410 GOTO 200 

420 RETURN 
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5.8 MATRİS FORMUNDA İTERATİF METODLAR 


Bu bölümde incelediğimiz 4 xX #lük denklem sisteminin matris gösterimi, 


Ayı 412 413 d14 7ı TI 
421 422 â23 424 2) je 
Aşı 4372 433 434 Z3 rs 
G4ı d4z d43 daş 74 T4 


şeklinde olmaktadır. Matris denklemi halinde ise, 


AX-R (5.24) 
şeklinde yazıldığını kabul edelim. 


A matrisini A—xD—L—U olacak şekilde bir köşegen, alt ve üst üçgensel matrislerden oluşan üç 
matrise ayıralım. 


aşı 0 0 0 0 0 0 0 0 473 413 414 
1090 ax 0 0 rl 423 0 0 0 ar İ0 0 4235 424 
D - 0 0 aşş 0 | L- aşı â& 0 0)” Zin 0 0 0 ag 
0 0 0 444 G4ı 447 daş 0 0 0 0 0 
O zaman matris denklemi, 
DX -(L*UJX4#R (5.25) 
şeklinde yazılabilir. Buradan Jacobi iterasyon şeması matris formunda çıkartılabilir. 
D X(t) -(L4 U)Xİ) ER (5.26) 
veya 
X(*) -D-(L4 U)X(©) 4 DR (5.27) 
yazılır. Bu ifadedeki D”(L 4 U) matrisine Jacobi İterasyon Matrisi denir. 
Benzer şekilde Gauss-Seidel iterasyon şeması, 
D X(*11) - LxX(et1) SUX) ER (5.28) 
buradan da 
(D — L)X(1) — UX) ER (5.29) 
veya 
X(t1) - (D—LJİUX(*) 4(D—LJİR (5.30) 


olarak yazılabilir. Buradaki (D — L)-!U matrisine de Gauss-Seidel İterasyon Matrisi denir. 


Aynı şekilde SOR iterasyon şeması matrisel gösterim ile 
X0*t) (1 4D L)-1((1 — e) $ UD U)X() 4 (1 — vDİL) DR (5.31) 


elde edilir. 
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(1— vD-L)-1((1— v1 4 vDİU) (5.32) 
matrisi de SOR İterasyon Matrisidir. 


SOR metodunda optimum hızlandırma parametresi için mevcut bir formül de Denklem (5.33) 
verilmektedir. 


2 
RA. 5.33 
“ent > TEZER) di 
burada p(3) Jacobi iterasyon matrisinin spektral yarıçapıdır. Bir matrisin spektral yarıçapı için 
kullanılan değer, o matrisin maksimum özdeğeridir. Öte taraftan matrisin bütün özdeğerleri Spek- 
tral yarıçap içinde yer alırlar. Fazla bir hesap yapmadan spektral yarıçap Gerschgorin teoreminden 
türetilen aşağıdaki formül ile tahmin edilebilir. 


p(A) < min 7 >) 
j i 


Şu ana kadar iteratif metodların yakınsama durumlarına henüz değinmedik. Bu metodlar 
her türden denklem sisteminin çözümünde kullanılamazlar. Bu kısımda verilen iterasyon matris- 
lerinin özdeğerlerinden mutlak değerleri alınıp maksimumuna bakılır. Eğer maksimum özdeğer 
*bir” den küçük ise, o zaman iterasyon işlemi yakınsayacaktır. Aksi takdirde çözüm vektörü 
ıraksar. Fakat daha pratik olan ve yakınsamayı saptayan bir başka kriter de doğru bir sonuca 
varmamıza yardımcı olur. Bu kriter Jacobi, Gauss-Seidel ve SOR iterasyon şemalarına uygulanır. 
Kriter de esas olarak matriste herbir satırı oluşturan elemanların mutlak değerleri alınır; bu ele- 
manlar köşegendeki eleman hariç toplanır ve bu toplamın köşegendeki elemandan büyük veya eşit 
olmasına bakılır. Eğer matrisin bütün satırlarda bu durum sağlanıyorsa denklem sistemi yakınsar. 


N 

asıl > $  İaişl (5.34) 
zi 
Je 


Bu şartı sağlayan matrislere Köşegen olarak Dominant olan matrisler denir ve her zaman iterasyon 
metodları ile yakınsarlar. Bu kritere uymayan bazı matris sistemleri yakınsayabilir. Bu nedenle 
kesin test özdeğerleri bulmaktan geçer. 


ÖRNEK 3. Aşağıdaki lineer denklem sisteminin Jacobi iterasyon metodu için yakınsak ve 
Gauss-Seidel iterasyon metodu için ıraksak olduğunu gösteriniz. 


1 24 zı i 
(4:1)6)-) 


Çözüm: Bu denklem sisteminin Jacobi iterasyon matrisi 


0 -2 —4 
J—-D(L#U)-|-$ 0 -I 
ıl -4 0 


5.8. MATRİS FORMUNDA İTERATİF METODLAR 97 


e) 
| —A1) det) —E —A —1 |) <0 
ye 


Bu matrisin özdeğerleri, 


veya 1 
—A(AZ ze 7) — 0 


bulunur. Dolayısiyle A — 0, £0.5 bulunur ve Amaz < 1 olduğundan Jacobi iterasyon metodu bu 
sistem için yakınsar. Aynı şekilde Gauss-Seidel iterasyon matrisi, 


0-2 —4 
Gs0-uvU- | 3) 


o -3 -Z 


bulunur. Özdeğerleri ise, 
-A. -2 —4 
J—All)del o 1-A -£ 0 
0 


ifadesinden, 7 
A2 $ za -2) —0 


ve özdeğerler A — 0, 0.788 ve -2.538 olarak bulunur. Buradan da görülüyor ki maksimum özdeğer 
2.538 olup Amaz < 1 ifadesini sağlamamakta dolayısiyle de Gauss-Seidel iterasyonu bu sistem için 
ıraksak olmaktadır. 


ÖZET 


Lineer denklem sistemlerinin çözümü normalde Gauss ve Gauss-Jordan yoketme metodları ile 
yapılır. Fakat adi diferansiyel ve eliptik diferansiyel denklemlerin çözümünde ortaya çıkan matrisler 
band matrislerdir. Bilimsel araştırmalarda birkaç yüz ile birkaç bin denklem ve bilinmeyenlerden 
oluşan sistemlerle karşılaşılabilir. Bunların yoketme metodları ile çözümü sıfırlarla da aritmetiksel 
işlem yapılmasını gerektirdiğinden verimli ve etkili metodlar değildirler. Bu nedenle iteratif metod- 
lar sıfırlarla işlem yapılmaması nedeniyle tercih edilirler. İteratif metodlarla yapılan çözüm normal 
yoketme metodlarından daha çabuk elde edilir. İteratif metodlardan SOR metodu Wopt parametresi 
ile yapılan çözümü Jacobi ve Gauss-Seidel metodlarından daha hızlı yakınsar. Jacobi metodu ise en 
yavaş yakınsayan metodtur. Optimum parametrenin önceden hesaplanması tavsiye edilir. Jacobi 
iterasyon matrisinin spektran yarıçapi (yani, iterasyon matrisinin maksimum özdeğeri) Bölüm 8 
de bahsedilen Power metodu ile nümerik olarak hesaplanabilir. 


Yakınsama kriteri matrisin en büyük özdeğeri ile ölçülür. Eğer özdeğer bir” den küçük ise 
matris denklemi iteratif olarak yakınsar aksi halde ıraksar. Her denklem sistemini iteratif yollar 
ile çözmeye kalkışmadan önce bu kriteri göz önünde bulundurulmalıdır. 


Kötü şartlanmış denklem sistemleri ile elde edilen çözüm vektörü veya ters matrisin doğruluğu 
şüphe götürür. Bu nedenle kötü şartlanma kriterini uygulayarak yaklaşık olarak sistemin kötü 
şartlanmış olup olmadığı bilinebilir. Daha sonra şartlanmanın derecesi 5.4 ncü kısımda verilen 
yollardan bir veya ikisinide uygulayarak saptanabilir. 
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PROBLEMLER 


5.1 Aşağıdaki şekilde verilen Üç Köşegenli matris sistemini Gauss yoketme tekniği ile çözmek için 
(i) bir Algoritma hazırlayınız (Bu Algoritma sıfırlı elemanlarla işlem yapmasın) (ii) Bir BASIC alt 


programı yazınız. 


da a, 0 0 0 Zı cı 
bb da aş 0 0 12 6 
0 bg da 43 0 313 €ş 
O 0... be-ı Anı Gri İn—I Cn—1 
O 0. 0 &. ü In Cn 


5.2 Aşağıdaki şekilde verilen Üç Köşegenli matris sistemini Gauss yoketme tekniği ile 5.1 deki 
soruda yazdığınız programı kullanarak çözünüz. 


2100... 0) /n -0.5 
1 21 0... 0İ/lx “Ağ 
01-21... 0))a) | -15 
“m e e: “İğ 
© O e ı -2 710 *0.5 


(Bazılarının cevapları: zı - 6.4091, 25 - 21.0466, zş — 16.2728) 


5.3 Aşağıda verilen matrisin kötü şartlanmış olup olmadığını araştırınız. Denklem sistemini 
sağlayan değerler z; — 1 olduğuna göre (i) Gauss ve Gauss-Jordan yoketme metodlarını kulla- 
narak denklem sistemini çözünüz ve gerçek değerler ile karşılaştırınız (ii) Gauss-Jordan metodu ile 
matrisin tersinin tersini alarak orijinal matrisi elde edip etmediğinizi araştırınız. 


1 1/2 1/3 1/4 1/5) şan 137/60 
1/2 1/3 1/4 1/5 1/ell > 87/60 
1/3 1/4 1/5 1/6 1/7) İz. || 459/420 
1/4 1/5 1/6 1/7 1/8İ| 4 743/840 
1/5 1/6 1/7 1/8 1/9) Vas 1879/2520 


5.4 Aşağıda AX—R şeklinde verilen matris denklemlerini (i) Gauss veya Gauss-Jordan yoketme 
metodlarından birini kullanarak çözünüz (ii) A matrisinin tersini de Gauss-Jordan metodu ile ve 


yazdığınız bir programla hesaplayınız. 


ı -2 -2 -5 zı —20 

3 1 -I 4 7) | 18 
—6 2 7 1 33 Mü —6 
25 1 -15 3 34 15 
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Ii: Era ğ zı 
“1 45 3 3 12 
ıı -i 5 -2 3 Is 
8 3 — 7 -3 14 
4 1 —-2 6 | is 


3 —-5 6 4 -2 -3 8 1) 47 
ılı 1 -9 15 1 —9 2 
2 —-1 IT 56 -1I 6 li 
alı 1 3 2 IT -I -2 
3 1 -1 2 1 1 
2 9 311 —1 -4 —-| 
2 -1 2 7 —1 9 
5.5 Aşağıdaki denklem sistemlerini Gauss-Seidel ve SOR (w — 1.5 alarak) metodları ile çözünüz 
ve optimum hızlandırma parametresini hesaplayınız. 


411 Tı —1 
1 6 2 z2)-| 0 
12 4 3 1 


5.6 Aşağıdaki denklem sisteminin Jacobi iterasyon yöntemi ile yakınsadığını ve Gauss-Seidel it- 
erasyon metodu ile ıraksadığını gösteriniz. 


ı 2 —-2 Tı 1 
IE 1 72 )-1(3 
iz i 73 5 


5.7 Aşağıdaki denklem sisteminin Jacobi iterasyon yöntemi ile ıraksadığını ve Gauss-Seidel it- 
erasyon metodu ile yakınsadığını gösteriniz. 


53 4 Iı 12 
3 6 4 793 z 13 
44 5 73 13 


5.8 Aşağıdaki denklem sistemini Gauss-Seidel iterasyon yöntemi ile kullanarak çözünüz. 


Sw tt »» $* y t z — 87 
w — 6x $* 2-2: z— 73 
v — z tt 4y * 2 — 1729 
2v tt : 1 ti iz — 347 


5.9 Denklem sistemini 5.2.nci soruda verilen durum için SOR metodu ile çözecek bir program 
yazınız. Bu programda w parametresini 1'den başlayarak ve 0.05'lik arttırımlar ile çalıştırınız. 

€ - €) - 10-* yakınsama kriterlerini sağlayana kadar kaç iterasyon yaptığını bulunuz. Daha sonra 
iterasyon sayısını y-ekseninde ve w parametresini de x-ekseninde olacak şekilde grafik hazırlayınız. 
Bu grafikten wap: değerini saptayınız ve bu değeri formüllen hesaplanan değer ile karşılaştırınız. 
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5.10 Kısım 5.2 de verilen ve kötü şartlanmış sistemlerin çözümünde uygulanabilen iteratif yöntem 
için bir BASİC programı yazınız. 


5.11 Bir matrisin determinantını ve Denklem (5.18) ile verilen kötü şartlanma kriterini hesaplayan 
bir BASIC programı yazınız. 


5.12 AX—R şeklindeki denklem sistemin de A matrisi üç köşegenli bir matris olması durumu için 
bu denklem sistemini SOR metodu ile çözen bir alt program yazınız ve Problem 5.2 ile verilen 
denklem sistemini çözerek programınızı test ediniz. 


5.13 Aşağıdaki denklem sistemini Gauss-Seidel iterasyon yöntemi ile çözünüz. 


2 — Diy? 4$ 0052 — 87 
y t 0372? — Olzz — 73 
2 $ 04y? $* Olzy — 17.29 


Bölüm 6 


EN KÜÇÜK KARELER METODU 


Bir deney sonunda elde edilen değerler kesikli dağılım gösterirler. Bu dağılım eşit veya eşit olmayan 
aralıklar şeklinde olabilir. Eğer deney seti mükemmel bir şeklide oluşturulmuş ise deney sonuçlarıda 
beklenen doğrulukta elde edilirler. Fakat gerçekte bu mümkün değildir ve “gürültü” adı verilen 
ve olması gereken sonuçlardan sapmalar meydana gelir. Bu verilere Lagrange polinomlarını kulla- 
narak bir interpolasyon yaklaşımında bulunabiliriz. Bu yaklaşım sapmaları (yani, gürültüyü) da 
içereceğinden pek te iyi bir yaklaşım olmayacaktır. Bu nedenle özellikle deney sonuçlarını grafiksel 
olarak irdeleme ve yorumlamada araştırmacılar En Küçük Kareler (EKK) metoduna başvururlar. 
Elde edilen yaklaşım fonksiyonu ile bazı fiziksel miktarların tesbiti veya yorumu böylelikle mümkün 
olur. Şimdi metodun altında yatan fikir ve aşamaları sıklıkla kullanılan yaklaşım fonksiyonlarına 
nasıl uygulandığını görelim. 


6.1 EKK METODU 


Bir deneysel veri gurubuna uygun bir yaklaşım fonksiyonu genellikle bir polinomdur. Eğer bu 
deneysel veri y(z) ve yaklaşım fonksiyonu da Y(z) ile gösterilirse, o zaman herhangi bir z nok- 
tasındaki mutlak hata, 


e(2) —|y(2) - Y)l (6.1) 
ifadesinden hesaplanabilir. 


Şimdi yaklaşım fonksiyonu Y(z), o şekilde seçilmelidir ki toplam hata minimum olsun. Fakat 
biz bu hataları almaktan ziyade karelerini alarak bu miktarın minimum olmasını isteyeceğiz, çünkü 
eğer elz;) ler büyük ise karesi alınınca bu miktarlar daha da büyüyecektir. Diğer bir değişle, n 
veri çifti için 

LO 
E— De lx) Minimum Olmalı (6.2) 


zi 


Şimdi, Y (2), yani yaklaşım fonksiyonunun m.nci dereceden bir polinom olduğunu varsayalım. 


Y(2) a0 1011403174... tamı” (6.3) 


101 
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Denklem (6.2)'den hata, 


E- Yula) - YY - Ya) ula 


izl izl 
n 
- Y lan #017410317 4... *am27'— yıl (6.4) 
izl 


şeklinde yazılabilir. Buradaki bilinmeyenler polinomun katsayılarıdır ve (m1) tane katsayının 
bulunması gerekmektedir. Bu nedenle (m4-1) tane denkleme ihtiyacımız vardır ve bu denklemleride 
Denklem (6.4)'ün herbir katsayıya göre kısmi türevini sıfıra eşitleyerek elde etmekteyiz. Yani, 


dE 0E d0E JE 
aş Bu 5 Ym EZ (6.5) 


i Ödm 
Böylece, (m*-1) denklemde türetilerek (m--1) bilinmeyeni çözmek için gerekli koşul sağlanmış olur. 
Denklem (6.5) ile Yüksek Matematik derslerinizden de hatırlayacağınız üzere bir fonksiyonun ”ek- 
stremum” (maksimum veya minimum) noktaları fonksiyonun birinci dereceden türevini sıfır ya- 
parlar. Denklem (6.5) ile sağlanan koşullarda bulunan katsayıların hatayı minimum yaptığı ayrıca 
ispat edilebilir. 


Şimdi kısmi türevlerin hesaplanmasına geçersek, türevler aşağıdaki şekilde yazılabilirler. 


SAC e 
Ban “Tae 2 411; T 021; ... Tüml; Yi 
n n 
Mi 4 0 
— — — 2 e. 
Dam P-)XA İaazl 1 
n 
-Y2loo ta1zi taz7f 4... tamil yi) 0 (6.6) 
izl 


”2” sayısınında düşürülmesi ve parantezin açılmasıyla Denklem (6.6) ile verilen ifade 


Da dıt > aa t...t pl öm Y'w (6.7) 


gi izl ii 


şeklinde yeniden düzenlenebilir. Benzer şekilde 8£ /âa; de 


poz > 014 Yt 


izl izl 


dot aa t...t 


Yy ge) Ün Şi TiYi (6.8) 


izl izl 


olarak düzenlenir. Bu kısmi türevler bütün katsayılar için yapıldıktan sonra oluşan (m * 1) tane 
denklem aşağıdaki matris şeklinde elde edilir. 


n 7 S3? .. bar 40 Eyi 
7 Vr? Vr? sö Bap 41 Briyi 
X? Ee» Es . Setella,l.l Saz (6.9) 
Yat Yata Yani Yazm Om Baf'yı 
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Tablo 6.1: Örnek | için oluşturulan tablo. 


42.866 


110.6704 | 60.0692 
187.1424 | 105.8832 


Bu lineer denklem sistemi düşük dereceli polinomlara yaklaşımda (yani m—i,2 veya 3) Kramer 
Kuralı kullanılarak çözülebilir. Yüksek dereceli polinomların kullanılması durumunda Bölüm 9'te 
bahsedilen Gauss-Yoketme tekniği kullanılmalıdır. 


ÖRNEK 1. Aşağıda verilen ve deneysel olarak elde edilmiş verilere En Küçük Kareler meto- 
dunu kullanarak bir doğru ile yaklaşımda bulununuz. 


zi | 2.10 | 6.22 | 717 | 10.52 | 13.68 
hes (883 İsen İzm 


Çözüm: Bu örnekte istenen yaklaşım fonksiyonunun Y(2) — ao * a, olarak alınmasıdır. 
Yaklaşım için denklem sistemleri 0E /8aç — 0 ve İE/daı — 0 alınarak iki bilinmeyenli iki denklem 
elde edilebilir fakat biz Denklem (6.9) ile verilen genel ifadeyi kullanırsak, m —1ve(m#1) — 
olmaktadır; Denklem (6.9) dolayısiyle, 


n Ig; ao). / Syi 
Yaz; ELİ 4) e Xz;yi 
2 x 2'lik matris sistemine indirgenir. Toplam işareti altındaki miktarları bulmak için Tablo 6.1'i 
hazırlama gereği vardır. 


Tablo 6.1'den temin edilen ve matrisin elemanlarını oluşturan miktarlar ile matrisin sayısal 


olarak gösterimi, 
5 39.69 aç). ( 2616 
39.69 3923201 Xa, |) 1 238.7416 


şeklinde olup bu denklem sisteminin çözümü, 


üy — 2.038392 a; — 0.402319 
olarak bulunur. Dolayısiyle elde edilen doğru denklemi 


Y (2) -2.038392 40.4023197 
halini alır. 
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Tablo 6.2: Örnek 2 için oluşturulan tablo. 


v 243 Na 000129 i b 06448 â ye 
0.03125 | 0.015625 | 0. 0.28000 | 0.014000 


0.32768 | 0.262144 (1. 1.56160 | 1.249280 
1.00000 (1. DRBOZ 3.80000 | 3.800000 


biEEN BAD | 2.02 | 1.672 | 1.8818 1.3618 | 278562 | 8.8805 | 571346 15.209095 


ÖRNEK 2. Aşağıda verilen ve deneysel olarak elde edilmiş verilere En Küçük Kareler metodu 
ile üçüncü dereceden bir polinoma yaklaşımda bulununuz. 


Çözüm: Bu problemi çözebilmek ve birinci örnekteki gibi denklem sisteminin elemanlarını bul- 
mak için Tablo 6.2'yi oluşturalım. 


Denklem (6.9) ile verilen genel matris m — 3 için sayısal olarak 


5 2.8 2.02 1.672 40 8.400000 
28 202 1.672 o 1.4818 a). | 6.580500 
2.02 1.672 1.4818 1.36168 | | 5.713450 
1.672 1.4818 1.36168 1.278562 ü3 5.209095 


şeklinde yazılır. Bu denklem sisteminin çözümü, 
&o — 0.2086479, a, — 0.8198023, a3 — 1.228915, as — 1.542408 
ve yaklaşım fonksiyonu, 
Y(2) — 0.2086479 4 0.8198023z 4 1.2289152? 4 1.542408z” 


olarak bulunur. 


Polinomlar ile yaklaşımda karşılaşılan problemlerden biride yaklaşım fonksiyonunun veri nok- 
talarını sağlaması ve ara noktalarda yaklaşımın olması gerekenden sapmasıdır. Buna bir örnek 
7-1,1.2,1.7,1.75,2'ler için y - 0.25,0.30,0.8, 0.83, 0.85 olan verilere yapılan üçüncü dereceden 
bir polinomsal yaklaşımı grafiksel olarak Şekil 6.1 de gösterelim. Düz çizgiler verilerin birer doğru 
ile birleştirilmesi ile elde edilmiştir; kesikli çizgiler ise üçüncü dereceden yaklaşım fonksiyonunun 


değerleri ile yaklaşım fonksiyonu arasında oldukça büyük farklılıklar vardır. Bu sapmalar bazı veri 
guruplarında yaklaşım polinomunun derecesinin arttırılması ile giderilemezler ve hatta sapmalar 
daha fazla ve geniş aralıklara da yayılabilir. Bu nedenle yaklaşım fonksiyonu ile orijinal fonksiyonun 
grafiklerini üst üste çizerek gerçekten iyi bir yaklaşım elde edilip edilmediği araştırılmalıdır. 
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Program 1. En küçük kareler metodu ile verilere polinomsal yaklaşımda bulunan BASIC 
Programı. 


180 
190 
200 
210 
215 
220 
225 
230 
235 
240 
250 


REM 
REM 
REM 
REN 


-- EN KUCUK KARELER METODU ILE N VERI GIFTINE L.NCI DERECEDEN 
-- POLINOM ILE YAKLASIMDA BULUNAN PROGRAMDIR. 
-- BURADA, X(i)?' LER ABSIS VE Y(i)'LERDE ORDINATLARDIR. 


READ N,L: LeL*i:; CLS 


DIM 
FOR 
FOR 
REM 
FOR 
FOR 


X(N).Y(N) ,A(L,L) ,R(L) ,B(L) 

Isi TO N: READ X(I): NEXTİ 

Isi TO N: READ Y(I): NEXT 

-- UST SIMETRIK MATRIS OLUSTURULUYOR -- 

Isi TOL 

Jsi TOL 

AMAT0 

M1T4)-2 

FOR Ksi TON 
AMATSAMAT*X (K) “M 

NEXT K 

ACI,I)sAMAT 


NEXT J 


REM 


-- MATRISIN SAG TARAFI OLUSTURULUYOR -- 


SAG-0 


FOR 


Ksi TON 
Ms1-1 
SAGSAG*Y (K)#X(K) “M 


NEXT K 
R(I) SAG 
NEXT I 


REM 
FOR 
FOR 


-- ALT UCGENSEL MATRIS OLUSTURULUYOR -- 
152 TOL 

Jst TO 

ACI,I)sA(J,I) 


265 NEXT J,I 
PRINT: PRINT : PRINT "OLUSTURULAN MATRIS" 


260 
265 


FOR 


Isi TOL: FOR Jsi TOL 


PRINT TAB((1-1)*12*1);A(I,J); : NEXT J: PRINT : NEXT İİ 


REM 
FOR 


-- GAUSS YOKETNE METODU ILE SISTENI C0Z 
Ksi TOL 


Ps1/A(K,K) 


FOR 


AKK, 


IsK*i TOL 
I)sA(K,I)#P: NEXT I: R(K)R(K)#P 


IF (KsL) THEN 380 


320 FOR I-(K*1) TOL 

330 FOR J(K*1) TOL 

340 ACI,I)sA(I,J)-AC(I,K)#A(K,I) 
350 NEXT J 

360 R(I)sR(I)-ACI,K)4R(K) 

370 NEXT I 

380 NEXT K 
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Şekil 6.1: En Küçük Kareler metodunda karşılaşılabilen uyumsuzluklar. 


1.0 - 


0.8 


0.6 


YW 


0.4 


0.2 


390 B(L)sR(L) 

400 FOR Ks(L-i) TO 1 STEP (-1) 

410 TOPLsO : FOR Jm(Kti) TOL 

420 TOPLsTOPL*A(K,J)4*B(J) : NEXT J 

430 B(K)sR(K)-TOPL : NEXT K 

440 PRINT ; PRINT : PRINT “ POLINOMUN KATSAYILARI" 
450 FOR Ki TO L: PRINT "A(*;K-1;*)9;B(K): NEXT K 

460 REM -- EN KUCUK KARELERİN MIKTARINI HESAPLA 

465 MINKARE»0 

470 FOR Ksi TON: TOPL»O 

480 FOR Isi TO L: TOPLsTOPL*#B(I)4X(K)“(1-1): NEXT 

490 MINKAREsMINKARE*(Y(K) -TOPL) “2: NEXT K 

500 PRINT: PRINT: PRINT "FARKLARIN KARELERİ TOPLANI»" ;MINKARE 
510 END 

520 DATA 5,3 

530 DATA 0.2,0.3,0.5,0.8,1,0.435,0.605,1.12,2.44,3.8 


Program Vde N veri çiftine L.nci dereceden bir polinoma En Küçük Kareler metodu ile 
yaklaşımda bulunan bir BASIC programı verilmektedir. Kullanıcı sadece veri çiftleri ve arzu 
edilen polinomun derecesini temin etmelidir. 
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Eğer verilere uydurmak istediğimiz yaklaşım fonksiyonu polinom değil de başka lineer olmayan 
bir fonksiyon ise o zaman da aynı teknik uygulanabilir fakat sonuçta elde edilen denklem sistemi 
lineer olmayabilir. Bazı yaklaşım fonksiyonları lineer hale getirilebilir. örneğin, sıkça kullanılan 
Y(2) — ae93 fonksiyonu, yaklaşım fonksiyonumuz olsun. Bunun için mutlak hata, 


n 
İD Geli: — yı > (6.10) 
> | | 
şeklini alır. Şimdi kısmi türevleri hesaplarsak, 
n 
va — Yes faebs: - yıl <0 (6.11) 
ız 
Li 
De — Yes Jaebr — yi) —0 (6.12) 
— 


olarak bulunurlar. Denklem (6.11) ve (6.12)'yi düzenlersek, 


ay es > Yur (6.13) 


izl 21 
a : gşg2d5ı — 3 Tiy,eii (6.14) 


denklemleri elde edilir. Bu iki bilinmeyenli iki lineer olmayan denklemin köklerinin bulunmasının ne 
kadar zor oluğu görülmektedir. a ve b bilinmeyenleri ancak Bölüm 3 te kapsamı detaylı olarak an- 
latılan Newton-Raphson metodunu kullanarak hesaplanabilirler. Fakat bu yola sapmadan işlemleri 
biraz daha kolaylaştırmak mümkündür. 


Eğer hata terimini aşağıdaki gibi alınırsa (yani, fonksiyonun ve yaklaşım fonksiyonunun doğal 
logaritmalarının farkını minimum yapılırsa), 


E- Yin Y(z;) —Inyıj? 


zl 
” 
- Yilin a # özi — ini (6.15) 
izl 
ve de Denklem (6.15) de A — Ina alınır ve kısmi türevleri sıfıra eşitlenirse (0£/84 — 0 ve 
dE/8b — 0), o zaman, 
1 z YA 4 bn —Inyj İİ, 
izl 
E çÇ | 
— zılA *bz; —Inyi s0 
öb > 


veya 


n SuY(AY.  ( Siny 
(e Et) (8) (özi) (6-16) 


lineer denklem sistemi elde edilir. Denklem (6.16) nın çözümünden sonra a, a - e4 dan hesaplanır. 
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Tablo 6.3: Örnek 3 için oluşturulan tablo. 


BL ETEM META EV TN MEM METEM 
4880418 


7.895079 
-5.632405 


ÖRNEK 3. Aşağıdaki tablo ile verilen veri gurubuna Y(2) - A /7 * Bsin(22) fonksiyonu ile 
yaklaşımda bulununuz. 


yiz) (0 | 482 | 7.98 | 7.50 | 


Çözüm: Minimum yapılması gereken hata terimi aşağıdaki şekilde yazılır. 


E- > LA y3i * B sin(22;) — İN 


Bu ifadenin A ve B ye göre kısmi türevleri 


4 
DA “ 2. VEYE * Bisin(22i) - yil 


55 - Ydinfesi) |Aysi * Bsin(22i) — yıl <0 


izl 
veya düzenlemeler sonunda 


AY” 1 * B3” VA sin(22;) — Y. yö 
AY yöisin(22i) *B Y  sin?(22;) - Yy sin(2z;) 
şeklinde basitleştirilebilir. Denklemlerin katsayılarını bulmak için Tablo 5.3 oluşturulmuştur. 


Bilinmeyenlerin matris gösterimi dolayısiyle, 


0.6350522 2.3696340/1B 6.645489 
halini alır. Denklem sisteminin çözümünden A ve B katsayılarının 3.00069 ve 2.00022 olduğu 
görülür. Sonuç olarak yaklaşım fonksiyonu 


Y (2) - 3.00069/z * 2.00022sin(2) 


( 14 2096040) ( A ) - | 13.28 


elde edilir, 
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6.2 İNTEGRAL ALTINDA EKK METODU 


Bazen bir fonksiyon için belirli bir aralıkta arzu edilen formda başka bir fonksiyon ile yaklaşımda 
bulunulmak istenir. Bu durumda yaklaşım fonksiyonunu tesbit etmek için aşağıdaki metod izlenir. 
Bu metod ile ayrıca integral değerini sağlayan ve hatası minimum olan bir yaklaşım fonksiyonu 
saptamak için de kullanılır. 


İ(2) fonksiyonuna Ja, ö| aralığındaki yaklaşım fonksiyonu Y (2) olsun. Bu durumda her z nok- 
tası için yapılan hatayı, 
b 
E - | ta) - faffaz 
4 


şeklinde seçersek, Y (3) ile verilen fonksiyondaki bilinmeyen katsayılar için hatanın kısmi türevlerini 
sıfıra eşitlersek, bilinmeyen sayısı kadar denklem elde ederiz. Bu da denklem sistemini çözmek için 
yeterli koşulu sağlar. 


ÖRNEK 4. /(2) — 2? fonksiyonu için integral altında En Küçük Kareler metodunu ile bir 
lineer yaklaşım fonksiyonu bulunuz. 
Çözüm: Y(2) - a * öz alırsak bu örnek'te hata terimi 
1 
E- | Ja 4 bz — Pdr 
o 


şeklinde olmalıdır. O halde kısmi türevler, 
1 
Z. -) la kiz — zili: -0 
0 
2E 
db 
bulunur. İntegraller analitik olarak hesaplanırsa, 


1 
İ zla 4 bz — 27Jdz 0 
0 


denklemleri elde edilir ve bu denklemlerin çözümünden a - —1/6 ve 6-1 bulunur. Sonuç olarak 
yaklasşım fonksiyonu 


Y(2)- -çt3 


şeklinde yazılabilir. 
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6.3 ORTAK ÇÖZÜMÜ OLAN DOĞRUSAL OLMAYAN 
DENKLEMLER 


Bazı denklem sistemlerinin ortak çözümü olmalarına rağmen doğrusal olmamaktadırlar; yani, den- 
klem sayıları ile bilinmeyen sayıları eşit değildir. En Küçük Kareler metodu ile çözülebilen sistem- 
lerden biride Aşırı Belirli (Overdetermined) sistemlerdir. Bu sistemler adından da anlaşılacağı gibi 
denklem sayısı bilinmeyen sayısından fazladır. Bu tür sistemlerin ortak çözümü var ise çözüm En 
Küçük Kareler metodu ile bulunabilir. Bu sistemler genellikle deneysel ve nümerik hesaplarda 
deney veya hesap yönteminin yeteri kadar hassasiyette yapılamaması sonucu ortaya çıkarlar. 


Yöntemi ve uygulamasını daha iyi anlamak için bir örnek üstünde çalışalım. 


ÖRNEK 5. Aşağıdaki denklem sisteminin ortak çözümünü bulunuz. 


20) tişzİ, 37,122 1, 11-7 2 


Çözüm: Denklemlerimizi aşağıdaki şekilde yazalım. 
fr 20 t775—1 
ra zd7, #27, —1 
138 -11—13—2 


rı Sr3 —rş — ( olması arzu edilir. Fakat bizim amacımız r;'leri mümüm olduğu kadar sıfıra 
yakınlaştırmaktır. Bu nedenle, 


$ 
E(21,22) 53 r? 
şeklinde r;'lerin (artık değerlerin) kareleri toplamını minimum yapmak isteyelim. Bunun için E'nin 
zı ve 22'ye göre kısmi türevlerini alır ve sıfıra eşitlersek, 
dE 


öz, “221 t12—1)43(321 *223—1)4$(21—273—2)-0 


5az < (201 4 54 - 1) 4282) 4 223 — 1) — (a — 23 — 2) 0 


ifadelerinden sırasıyla, 
221 *75—1, ve 72146731 


bulunur. Bu denklem sisteminin çözümü 2, — 1 ve z - —I dir. Gerçi bu örnekte verilen denklem 
sisteminden iki tanesini alır ve çözersek, çözüm üçüncü denklemi ne olursa olsun sağlamaktadır. 
Fakat malesef gerçek hayatta karşılaşılan problemlerde bu söz konusu değildir ve rp'ler burada 
olduğunun tersine sıfır değildirler. 


Deneysel prosesler sonunda elde edilen bir fazla-saptanmış sisteme örnek vermek istersek: üç 
farklı deney düzeneğinde yoğunluğu bilinmeyen bir maddenin kütle, m, ve yoğunluk, p, ilişkisi 
saptanmak istensin. (C,m 4* Cp — Cs). Bu üç deney setinde elde edilen C katsayıları farklılık 
gösterecektir. Bu durumda hangi deney setindeki katsayılar kullanılmalıdır? Bunu saptamanın en 
doğru yolu bu kısımda verilen metodtur. 
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ÖZET 


En Küçük Kareler metodu deneysel verilere fonksiyon uydurmak için en çok kullanılan metod- 
lardan birisidir. Yaklaşım fonksiyonu genellikle polinom olarak seçilir. Polinomum derecesinin 
yükseltilmesiyle hata terimi küçülmektedir fakat bazı durumlarda yaklaşım polinomu deneysel 
noktalarla tam bir uyum içinde olmasına rağmen polinomun grafiği çizildiğinde deneysel noktalar- 
dan geçen bir salınım durumu gözlenebilir. Eğer deneysel verilerde böyle bir salınım var ise, bu 
durum arzu edilmez ve daha düşük dereceli polinomlar yaklaşım fonksiyonu olarak seçilmelidir. 
Bu nedenle, elde edilen yaklaşım polinomu ve deneysel veriler grafiksel olarak irdelenmeli ondan 
sonra yaklaşım polinomu seçilmelidir. 


Yaklaşım fonksiyonları polinom haricindeki başka fonksiyonlar da seçilebilir. Bu seçim yapılan 
deneyin fiziksel gelişimi ile beraber incelendiğinde daha kolay olacaktır. Örneğin, bir cismin 
yoğunluğunu deneysel olarak tesbit etmek için yapılacak iş cismin değişik boyutlarda parçalarınının 
hacim ve ağırlıkları ölçülür. Bu verileri bir grafik kağıdı üstüne döktüğümüzde hemen hemen li- 
neer değişimin olduğunu görmeliyiz. Değişim tam lineer olmayabilir. Fakat yaklaşım fonksiyonu 
lineer seçilmelidir. Çünkü bu doğrunun eğimi yoğunluğu verecektir. Bu durumda, ikinci veya daha 
yüksek dereceden polinomun yaklaşım fonksiyonu olarak seçiminin bir faydası olmayacaktır. 

En Küçük Kareler metodu literatürde birçok alanlarda kullanılmaktadır. Burada biz sadece 
sınırlı bir alanından bahsettik fakat metod her zaman için aynı felsefeye dayanmaktadır. Yani, hata 
terimi oluşturulur ve yaklaşım fonksiyonundaki bilinmeyen katsayılar için hatanın kısmi türevleri 
sıfıra eşitlenerek lineer veya lineer olmayan bir denklem sistemi elde edilir. Daha sonra da denklem 
sistemi çözülür. 


PROBLEMLER 


6.1 Aşağıdaki veri gurubuna Y(z) > ae-20 4 ce-393 fonksiyonu ile yaklaşımda bulununuz. 


seeevü zama m 
| > | 0 (081 (0.95 | 145 | 160 
yiz) | 3.48 | 1.50 | 0.25 | 0.07 | 0.05 | 


6.2 Aşağıdaki veri gurubuna Y(z)  Asinh Bz fonksiyonu ile yaklaşımda bulununuz. 


yiz) | 0.51 | 052 | 0.90 | 151 | 2.65 | 


6.3 Aşağıdaki veri gurubuna Y(2) — a2? 4 bzcos 7 fonksiyonu ile yaklaşımda bulununuz. 
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6.4 Aşağıdaki veri gurubuna üçüncü dereceden bir polinom ile yaklaşımda bulununuz. Daha sonra 
polinomun derecesini arttırarak hata terimini hesaplayıp hata terimindeki değişimi inceleyiniz ve 
yorum yapınız. 


Gr errTErarTİI 


6.5 Aşağıdaki veri gurubuna Y(2) — 4293 fonksiyonu ile yaklaşımda bulununuz. 


6.6 Aşağıdaki veri gurubuna Y(z) — az? 4 bsinz fonksiyonu ile ve integral altında En Küçük 
Kareler metodu ile yaklaşımda bulununuz. Bu problem için bir BASIC programı yazınız. 


6.7 Herhangi bir /(z) fonksiyonunun (0, 7) aralığındaki integrali aşağıdaki şekilde verilen bir 
yaklaşım fonksiyonu bulunmak isteniyor. En Küçük Kareler metodunu kullanarak /(2) — 7? 
ve K 2 ve 3 için yaklaşım fonksiyonunu bulunuz. 


(| sesisleğiz Yasla) 


Burada 1<i<NveK—2N dir. 


6.8 /(2) —In(1 4 2) fonksiyonuna (0, 2) aralığında bir polinom ile ve integral altında En Küçük 
Kareler metodu ile yaklaşımda bulununuz. 


6.9 Herhangi bir /(2) fonksiyonu için aşağıdaki ifade ile verilen A(/)'e bir yaklaşım fonksiyonu 


bulmak istiyoruz. z 
M/) > | Ya) 4 /"teldz 


/(0)52/(24 1) alarak, 


(1) (24, İ(2i)) verilerine En Küçük Kareler metodu ve aşağıda verilen fonksiyon ile yaklaşımda 
bulununuz. 


F(a,z) -a0* > cos(kz) * aşşa sin(kz)| 


(2) A(/) değerini A(Fa) ile tahmin ediniz. 
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6.10 Birinci mertebeden Eksponansiyel integral fonksiyonu, £,(2), aşağıdaki şekilde tanımlanıyor. 


Eı(2) iğ du 


E(2) fonksiyonuna En Küçük Kareler metodu ile aşağıda verilen fonksiyon ile N—2 ve 3 için 
yaklaşımda bulununuz. 


N 
El3) » > We” 

Burada w, ve un'ler (n1(1)N) bilinmeyenler m bu katsayıların bulunması arzu edilmektedir. 
6.11 Aşağıdaki denklem sisteminin ortak çözümünü En Küçük Kareler metodu yardımıyla bulunuz. 
21-246, 211-3772 
7117758, 27117512 
6.12 Aşağıdaki denklem sisteminin ortak çözümünü En Küçük Kareler metodu yardımıyla bulunuz. 
1) t223 1735 1 3721-73 1475 --1 
—311 *572—375 2 211 437545754 


6.13 Problem 6.5 te verilen veri gurubuna Y(z) - aze93 fonksiyonu ile yaklaşımda bulununuz. 


6.14 Aşağıdaki verilere Legendre polinomları şeklinde verilen yaklaşım fonksiyonunu En Küçük 
Kareler metodu yardımıyla bulunuz. Problemi N 2,3 ve 4 için çözünüz. 


Yaklaşım fonksiyonu: 


Y(z)- Yaka 
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6.15 Aşağıdaki verilere Chebyshev polinomları şeklinde verilen yaklaşım fonksiyonunu En Küçük 
Kareler metodu yardımıyla bulunuz. Problemi N —5 ve 6 için çözünüz. 


Yaklaşım fonksiyonu: 


Yl) - YT) 


Chebyshev polinomlarının bazıları aşağıda verilmektedir. 


Tl2) <1, T(a)>: Tr) 22-1 
Ts(2) 47-37, Tia) -879—87741 


Ts(z) 1629-2029 45z, oOTe(2) 3229 — 487941877 —1 
Daha yüksek mertebeden Chebyshev polinomları 
Taşı (7) — 22Tn(2) * Tn-1(2) 0, n>1 
rekürans bağıntısıyla bulunur. 


Bölüm 


DİPERANSİYEL DENKLEMLER VE 
ÇÖZÜMLERİ 


Diferansiyel denklemleri başlangıç değer ve sınır değer problemleri olarak iki gurupta toplamak 
mümkündür. Başlangıç değer problemleri genellikle zamana bağlı olan fiziksel olayların herhangi 
bir andaki çözümü ile ilgilenilir. Örneğin, ivmesi zamana bağlı olarak bilinen bir aracın hareketini 
t s to anından itibaren incelememiz ve t — T anındaki hızını bulmak istememiz bir başlangıç 
değer problemidir. Çünkü problemi çözmek için incelemeye başladığımız andaki (to) değere (bu 
durumda hiza) ihtiyacımız vardır. Diğer bir değişle problemin çözüm aralığı (to, ooj dır. Sınır 
değer problemlerinde ise fiziksel problemin çözüm aralığı sınırlanmış olup çözüm bu sınırlar içinde 
aranır. Yani, diferansiyel denklemin |a,0) gibi bir aralıkta çözülmesi istenir ve sınırlarda çözüm 
fonksiyon ve türevleri bilinmektedir. Bu problem tipine de bir örnek vermek istersek; uzunluğu Z 
olan bir telin sol ucu 209C ve sağ ucu da 309C sabit sıcaklıkta tutulduğunda tel boyunca sıcaklık 
dağılımının bulunması problemi bir sınır değer problemidir. 

Gerçek fiziksel olayların modellenmesi sonucu ortaya çıkan ve yukarıda bahsedilen problem- 
ler gurubuna giren diferansiyel denklemlerin bir çoğunun analitik çözümü mümkün değildir veya 
denklemler basit görünümlü fakat lineer olamayan bir durum arz ederler. O zaman, problemi 
çözmek için tek yol bir nümerik yöntemin uygulanmasıdır. Çünkü uygun nümerik yöntemlerle 
çözülemeyecek diferansiyel denklem veya denklem sistemleri yoktur. Şimdi bu bölümde her iki 
gurup diferansiyel denkleme uygulanan en verimli ve etkili metodları inceleyeceğiz. 


7.1 BAŞLANGIÇ DEĞER PROBLEMLERİ 


Başlangıç değer problemleri tipik olarak aşağıdaki şekillerde olabilirler. 


-/(5y), yz) zy (0.1) 
veya 


a 437 iz *Cvzdz),  vlzo) >, (zo) (0.2) 
veya 
ağı *t Bil 4oj CT *Dyh(2), oylzo) yo, so) — Vo, Teo) — 70 (0.3) 
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Diferansiyel denklemlerdeki verilen katsayılar sabit veya bağımsız değişkenin fonksiyonu şeklinde 
olabilirler. Eğer katsayılar bağımlı değişkenin (yani, y'nin) fonksiyonu ve/veya türevlerini de 
içeriyorsa, o zaman diferansiyel denkleme ineer olmayan diferansiyel denklem denir. Başlangıç 
şartları diferansiyel denklemin derecesine bağlıdır. Denklem birinci dereceden ise bir, ikinci derece- 
den ise iki tane, vs., başlangıç değerine ihtiyaç vardır. 


Bu kısımda bahsedilen metodlar birinci dereceden bir diferansiyel denklem için verilmektedir. 
Fakat yüksek dereceli diferansiyel denklemler birinci dereceden bir diferansiyel denklem sistemine 
indirgenebilir. Örneğin, Denklem (0.3)'ü ele alalım. Eğer Yı(2) — y/z), Ya(z) — dy/dz, ve 
Ys(z) < &yf/dz? alırsak, o zaman Denklem (0.3), 


dY, 
Tl) 
d 


v2 - Yala) 


2 > h(2) — BYs(2) — CY:(x) — DYı(z) 


şeklinde yazılır. Birinci dereceden olan bu diferansiyel denklemlerin başlangıç değerleri de, 


Yı(zo) yo, Yelzo)zw, Yslzo) 20 


olarak yazılırlar. Artık bu adi diferansiyel denklem sistemine birinci dereceden diferansiyel den- 
kleme uygulanan yöntemlerden birisi genelleştirilerek uygulanabilir. 


7.1.1 EULER METODU 


Metodu uygulamak için aşağıdaki şekilde başlangıç değeri ile verilen birinci dereceden diferansiyel 
denklemi ele alalım. 


z -/(2,y), yz) zy (7.1) 


Amaç z > zo daki çözümleri elde etmek olduğundan Euler metodunda y” türevi yerine ileri fark 
formülü yazılır. 


a nl kl) (72) 
Denklem (7.2)'yi düzenlersek, 
Yişı Si t hizi yi) $ Ol?) (7.3) 


elde edilir. Zç ve yo başlangıçta bilindiğinden yı Denklem (7.3) aracılığıyla (20, yo) ve /(2,y) 
fonksiyonu bilindiğinden, 
yı zYo thİlzoyo) 
denkleminden yı (yani, y(zı) deki çözüm), daha sonra 
ya yı thilznyi) 
denkleminden de y> bulunur ve bu işlem çözümü arzu edilen z;'ye kadar devam ettirilir. 


Euler metodu ile yapılacak diferansiyel denklem çözümü oldukça basit olup algoritma hazırlama 
ve program yazma işlemi öğerenci ye bırakılmıştır. 


7.1. BAŞLANGIÇ DEĞER PROBLEMLERİ 117 
7.1.2 RUNGE-KUTTA METODU 


Runge-Kutta metodu diye adlandırılan ve hata mertebeleri O(42), O(h3) ve O(h#) olan formüller 
mevcuttur. Genellikle çözümün en az hata ile elde edilmesi istendiğinden burada sadece dördüncü 
mertebeden, O(h*), hata terimli Runge-Kutta formülasyonuna değineceğiz. 


Diferansiyel denklemi Denklem (7.1) ile verilmiş olsun. Runge-Kutta parametreleri Taylor 
serisinden faydalanılarak hesaplanırlar. Bunlar basitçe: 


kı shfli, yi) 
ke <hjlsi h/2,yi tkıf2) 
ks <hf(zi th/2,yı 4 kaf2) 
kı hili *h,yi ka) 
olarak yazılabilir. Daha sonra çözüm, 


eta 4 Çk 4 Dk 4 2k ka) 4 O) (04) 


denkleminden bulunur. Bu işlemlerde 2; — zo $ih, £ — 0(1)oo olarak alınırlar. Öte taraftan Yo 
başlangıç şartından hareketle diferansiyel denklemi /'lık arttırımlarla ve Denklem (7.4) aracılığıyla 
çözülür. 


Programlama için bir Algoritma şöyle verilebilir. 
1. f(2,y) fonksiyonunu tanımlanır. 

2. zo, yo, T ve h değerleri temin edilir. 

3. i z0 alındıktan sonra 4-8 aşamalar tekrarlanır. 

4. 3; ve y; değerlerini yazdırılır. 

5. kı, ka, ks ve k4 parametreleri formülden hesaplanır. 

6. Denklem (7.4) ile yışı'i hesaplanır. 

7. Yeni x değeri 2.41 27; #hveizi#1 ifadeleri hesaplanır. 

8. Eğer z; < T ise işlem 4. aşamaya gönderilir. 

Program 1. Runge-Kutta metodu ile bir adi diferansiyel denklemi çözen BASIC Alt Programı. 


100 REM - BIR ASAMA DORDUNCU MERTEBEDEN RUNGE-KUTTA METODU ILE 
110 REM - BASLANGIC DEGER PROBLEMI COZUMUNU VEREN ALT-PROGRAM 

120 REM - ANA PROGRAM DA F(X,Y) FONKSIYONU DEF FNF(X,Y) OLARAK 
130 REM - TANIMLANMALIDIR. 

140 REM - 

150 KisH*FNF(X,Y) 

160 K2sH4#FNF (X40.54H,Y40.64K1) 

170 KömH#FNF(X40.54H,Y40.54K2) 

180 KâmH#FNF(X*H,Y4K3) 

190 YaY4 (K1424 (K24K3) #K4) /6 

200 RETURN 
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ÖRNEK 1. Aşağıda başlangıç değeri ile beraber verilen diferansiyel denklemi |1, 2) aralığında 
Euler metodu ile 40.1, 0.01 ve 0.001, ve Runge-Kutta metodu ile h — 0.1 alarak çözünüz. Analitik 
çözümün y(2) — 27 4(24 z9)/2 olduğu bilindiğine göre bu metodları kendi aralarında ve analitik 
çözüm ile karşılaştırınız. 


dy y - 
771317, y(1) -2 


Çözüm: Bu diferansiyel denklem için zo — 1 ve y(20) — yo — 2 olarak veriliyor. Metodları pro- 
gramlayıp (1,2) aralığındaki 0.1lik arttırımlara denk gelen çözümlerden Tablo 7.1 oluşturularak 
daha rahat bir karşılaştırma olanağı sağlanmaktadır. 


Euler metodunun ilk iki aşamasını verirsek, 
Yı yo th/(zo, yo) 


yı -24 (0.01) | 414 li —24(0.01)(4) — 2.04 
ve ikinci aşamada 7, — zo *h 1.01 alarak, 
ye zyı thilzı,yi) 


Yy 2.044 (0.01) | 1.01)? 4 (1.01) * i — 2.04 4 (0.01)(4.0499) — 2.080499 


bulunur. 
Runge-Kutta metodu ile önce parametreleri hesaplanır (h — 0.1). 


ba Alle) (01) i 414 li — (0.14) — 04 
ka — hflzo 4 h/2, ye 4 kı 2) > hf(1.05,2.2) 
- (0.1) kos 4 (1.05) 4 & — (0.1)4.2477381) — 042477381 
ka — hf(a0 4 h/2 ye 4 ka f2) — h7(1.06,2.21287) 
— (0.1) İos 4 (106) 4 ZE) < (0.1)(4.250585) « 0.4259685 


ka <hj(20 *h,yo tka) < hf(1.1,2.4259535) 


2.4259535 
11 


z (0.1) Bi *(11) 4 — (0.1)(4.5154123) — 0.4515413 


ve 
YıSYo #lk * 2k * 2kş * kıl 


denkleminden 


YL) yı 24 zl(04) 4 2(0.42477381) 4 2(0.4259636) 4 (0.4516413)| — 2.4255 
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Tablo 7.1: Örnek 1 ile verilen problemin Analitik, Euler ve Runge-Kutta metodları ile elde edilen 
çözümleri. 


.00000 
2.42282 
2.89824 
3.42929 
4.01896 


4.67025 
5.19895 | 5.38619 
5.93988 | 6.16975 
6.74829 | 7.02397 
7.62719 | 7.95182 
8.57962 | 8.95633 


bulunur. Tablo 7.1 den görüldüğü üzere Euler metodu ile yapılan çözümler h'ın küçültülmesiyle 
iyileşmektedir. Bununda nedeni hata mertebesinin O h) olmasından kaynaklanıyor. Bu bölümde 
verilen Runge-Kutta metodunun hata mertebesinin O(4*) olduğu göz önüne alındığında bu metod 
ile yapılan hatanın Euler metodu ile ve h — 0.001 için olan çözümden daha iyi olmakla beraber prob- 


lemin Runge-Kutta metodu ile elde edilen çözümü analitik çözüm ile aynı olduğu görülmektedir. 
Acaba neden? Cevabını araştırmak size düşmektedir. 


Program 2. Program 1 deki Alt programı kullanarak örnek 1 ile verilen problemin çözümü 
için hazırlanan Ana Program. 


10 REM - ORNEK 1. ILE VERİLEN PROBLENIN DORDUNCU MERTEBEDEN 
20 REM - RUNGE-KUTTA METODU ILE GOZUMU 

0: eee İİ 
40 DEF FNF(X Y)sX#X4X#Y/X 

60 Xi ; Ye? ; He 1 ; 12 

60 PRINT X,Y 

70 GOSUB 100 

80 XmX#H 

90 IF (X<T#H) THEN 60 

95 END 


Burada GOSUB 100 deyimi ile ima edilen alt program Program | ile verilen bir aşama Runge- 
Kutta çözümünü getiren alt programdır. 40.ncı satırda verilen fonksiyon değiştirilerek arzu edilen 
adi diferansiyel denklemin çözümü elde edilebilir. 


Birinci dereceden diferansiyel denklem sistemlerinin Runge-Kutta metodu ile çözümü de benzer 
şekilde olmaktadır. 
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Diferansiyel denklem sistemleri aşağıdaki şekilde genelleştirilmiş olsun. 


di fıla,Yı,Ya,... Ye) 


va - felz,Yı,Ya,..., YN) 


ni - /sla,Yı,Ya,..., YN) (7.5) 


Li dili YıYaş cs. Ya) 


Bu sistem N tane birinci ME... N adi diferansiyel denklemden oluşmaktadır. Şimdi her 
diferansiyel denklem için Runge-Kutta parametrelerini hesaplamamız gerektiğinden, parametreleri 
kmn, n — 1,2,3,4, m — 1(1)N şeklinde gösterelim. Bu gösterimde m diferansiyel denklemin 
indisini ve n de m.nci diferansiyel denkleme ait dört adet Runge-Kutta parametresini ifade etmek- 
tedir. O halde 7;41 için çözümü hesaplamak için parametreler, 


kmı S hİml3i,(Yı)i, (Ya)is:.., (Yalı) 
m2 — himlzi *h/2,(Yıhi *kıı/2,(Yohi # kaı/2,... (Yi kı 2) 
kms > himlz; *h/2,(Yıhi #kız/2,(Ya) * ko2/2,... (Yali $ kvaf2) 
kma S himlzi *h,(Yı)i * kıs, (Ya * kas,... (Yad t ks) 


şeklinde verilmektedirler. Bu parametreler bütüm m değerleri (yani, bütün diferansiyel denklemler) 
için hesaplanır. Sonuç olarak çözüm herhangi bir (Yın)işı için 


(Ynt & (Yeli * 5kmi 4 Zi 4 Zims 4 ka) (16) 


formülünden hesaplanır. 


ÖRNEK 2. Aşağıdaki adi diferansiyel denklemi Runge-Kutta metodu ile 0 < z < 3 aralığında 
0.2'lik arttırımlarla çözünüz. 


I 


LE X 410.24y-0, y(0) 1, (0) -0 


dı 
Çözüm: Bu diferasiyel denklemi Runge-Kutta metodu ile çözebilmemiz için birinci dereceden 
diferansiyel denklem sistemine indirgemeliyiz. Bu nedenle, 


alırsak, 


Ti fılz,Yı,Ya) Ye 


va — fala, Yı, Ya) - —0.1Y3 — 10.24Y, 
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şeklinde diferansiyel denklem sistemi elde edilir ve başlangıç şartlarıda, 
Yı(0) 1 ve Y:(0) <0 


olarak bulunur. Şimdi bu birinci dereceden diferansiyel denklemleri Runge-Kutta metodu uygu- 
lanarak çözülebilir. Çözümler Tablo 7.2 de verilmektedir. Fakat problemin ilk aşama çözümünün 
nasıl elde edildiğini burada görelim. Runge-Kutta parametreleri: 


kı hf (20, (Yı)o, (Ya)o) — hf (0, 1,0) (0.2)(0) 0 
kzı —hfa(20,(Yı)o, (Ya)o)  k/2(0,1,0) 
— (0.2)4(—0.1)(0) * (-10.24)(1)) « —2.048 
kıs —hfı (20 t h/2, (Yı Jo LE kı1/2, (Y:)o ? ka1/2) —hfı (0.1, A —1.024) 
— (0.2)(—1.024) — —0.2048 
koş hjzlzo * h/2, (Yı Jo t kıı/2, (Ya)o * kaı /2) — h/2(0.1, 1,-1.024) 
— (0.2)(—0.1(1.024) * (—10.24)(1)) & —2.02752 
kıs —hfılzo t h/2, (Yı)o *t kız/2, (Ya)o * ke2/2) — hfı(0.1,0.8976, —1.01376) 
 (0.2)(—1.01376) - —0.202752 
kas —hİjzlzo *h/2,(Yı)o # kız/2,(Ya)o * kaz /2) — h/2(0.1, 0.8976, —1.01376) 
— (0.2)4(—0.1)(-1.01376) * (-10.24)(0.8976)| - —1.8180096 
kı ahfılzo th, (Yı)o * kıs, (Ya)o tk) zhfı (0.2, 00.797248, —1.8180096) 
— (0.2)(—1.8180096) - —0.3636 
ka — hile 4 h, (Yi)o 4 his (Yale * kas) - A f3(0.2,0.797248, -1.8180096) 
— (0.2)((—0.1)(—1.8180096) 4 (—10.24)(0.797248)) — —1.5964037 
bulunur. Buradan da, 


Kı z lb *t2kı * 2kıs * kıl 
— 51(0) 4 2(-0.2048) 4 2( -0.202762) 4 (-0.3636)) 0.1964 
1 
Ka — Zezi 4 2kz2 $ 2kos $ kal 


- zl(-2.048) 4 2(<2.02752) 4 2(-1.8180096) 4 (—1.596403)| - —1.88927 


- (Yı)ı > (Yı)o $ Kı > (1) 4 (-0.19645) > 0.80355 


(Ya)ı > (Ya)o * Ka > (0) 4 (—1.88927) — —1.88927 
olarak ilk aşama çözümleri elde edilir. 
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Tablo 7.2: Örnek 2 ile verilen problemin Runge-Kutta metodu ile elde edilen çözümleri. 


-0.31498 | -2.91771 
-0.79141 | -1.69562 
-0.94877 | 0.16393 
-0.73214 | 1.92116 
-0.23386 | 2.89149 
0.34655 | 2.71193 
0.77801 | 1.47631 
0.89754 | -0.31080 
0.66388 | -1.93968 
0.17569 | -2.77707 
-0.37126 | -2.51201 
-0.76178 | -1.27078 
-0.84658 | 0.44151 


Program 3. Örnek 2 ile verilen yüksek mertebeden adi diferansiyel denklemi çözmek için 
hazırlanan BASIC Ana ve Alt Programları. 


10 Hs0.2: Ts$ 

15 DIM K(2,4) ,KK(2) 

20 DEF FNFİ(X,Y1 ,Y2)Y2 

30 DEF FNF2(X,Y1,Y2)5-0.14Y2-10.244Y1 

40 Xs0 

50 Yimi; Y2s0 

60 PRINT X,Y1,Y2 

70 GOSUB 100 

80 KmXsli 

90 IF (X<T#H) THEN 60 

96 END 

100 K(1,1)sH#FNF1(X,Y1 ,Y2) 

110 K(2,1)H#FNF2(X YI ,Y2) 

120 K(1,2)H4FNF1(X40.5*H,Y140 .5#K(1,1) ,Y240.5#K(2,1)) 
130 K(2,2)eHixFNF2(X40.5#H,Y140.54K(1,1) ,Y240 .64#K(2,1)) 
140 K(i 3)H4#FNF1(X40.6*H,Y140.6#K(1 ,2) ,Y240.5#K(2,2)) 
150 K(2,3)H4FNF2(X40 .54#H,Y140.54K(1,2) ,Y240.54K(2,2)) 
160 K(1 ,4)»H#FNFİ(X4#R,Y1#K(1 ,3) ,Y24K(2,3)) 

170 K(2,4)sH#FNF2(X4H,Yİ#K (1,3) ,Y24K(2,3)) 

180 KK(1)sK(1,1)424(K(1,2)4K(1,3))4K(1,4) 

190 KK(2)-K(2,1)424(K(2,2)4K(2,3))4K(2,4) 
200 YisYi#KK(1) /6 
210 Y2Y24KK (2) /6 
220 RETURN 
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7.2 SINIR DEĞER PROBLEMLERİ 


Sınır değer problemlerinde diferansiyel denklemin çözüm aralığı belirlidir. Bu tür problemlerin 
çözümünde türevler yerine sonlu farklar ile türettiğimiz türev formüllerini koyarak lineer den- 
klem sistemleri elde ederiz ve sonuç olarak lineer denklem sistemi çözülür. Bu işlemlerin nasıl 
yapıldığını görmek için aşağıdaki diferansiyel denklemi ele alalım. 


7 *Cy f(a) (7.7) 
burada C bir sabittir. Denklem (7.7)'nin olası sınır şartlarına ise ileride değineceğiz. 


Bu denklemi Ja, 0| aralığında çözmek isteyelim. Yapılacak ilk iş fa, ö| aralığını M eşit parçaya 
bölmek (h — (b — a)/M) olacaktır. Aralık M eşit parçaya bölününce (M * 1) nokta ve bu 
noktalara denk gelen fonksiyon değerleri oluşur. Diğer bir değişle, zı <a*ih, i - O(1)M ve 
yi > yizi), ix O(I)M oluşturulur. Bu işlem ile diferansiyel denklemi sağlayan fonksiyonun kesikli 
dağılımı hazırlanmış olur. Daha sonra kesikli dağılıma denk gelen aralıktaki fonksiyon değerleri 
(ye'ler) diferansiyel denklemi sağlaması sonlu farklar ile gerçekleştirilir. 


Sınır değer problemlerinde sonlu farkların uygulanması diferansiyel denklemdeki türevlerin yer- 
ine hata mertebesi yüksek olan sonlu fark formüllerinin kullanılmasıyla gerçekleştirilir. Genellikle 
hata mertebesi O(4?) olan fark formülleri kullanılır. Bu nedenle burada y” yerine Denklem (7.8) 
ile verilen merkezi fark formülünü yazalım. 


ye MUŞ İMA got) (1) 
Denklem (7.7)'yi herhangi bir z; noktası için Denklem (7.8)'i de kullanarak yazarsak, 


-2 li 
Yişi z t yi-ı *Cy - Hi) (7.9) 
elde edilir. Bu ifadeyi h? ile çarptıktan ortak çarpanlar altında toplarsak, 
yi-1 $ (RC —2yi tyişi <A f(zi), iz 0(YM (7.10) 


bulunur. Bu denklem aralıktaki bütün noktalar, yani 7;, i  O(1)M, için geçerlidir. Denklem (7.10) 
ile verilen denklemler gurubuna fark denklemleri denir. Problemin bundan sonrasını çözebilmek için 
sınır değerlerinin bilinmesi gerekir. O halde, şimdi de, olabilecek sınır şartları altında problemin 
nasıl çözülmesi gerektiğini görelim. 


7.2.1 SINIRDA FONKSİYON DEĞERLERİNİN BİLİNMESİ HALİ 


Bu kısımda diferasiyel denklemin sınırlarda bilindiğini kabul ediyoruz. Sınır değerleri en genel 
şekilde A ve B sabitler olmak üzere 


yla) <A ve ylb)-B (7.11) 


olarak yazılabilirler. Burada dikkat edilecek nokta zo -adayo-Avezm-bdeyw-B 
olmalarıdır. Problemi çözmeye başlarken Ja, ö| aralığını M parçaya bölmüş ve (M * 1) nokta (bil- 
inmeyen, yi) oluştuğunu belirtmiştik. Sınırda fonksiyon değerleri bilindiğine göre bilinmeyenlerin 
sayısı (M — 1) olur. 
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Denklem (7.10)'u i — 1 alarak zı için yazarsak, 
yo (MC —2)yı ty hf(zi) (7.12) 


elde ederiz. Amacımız bilinmeyenler sol ve bilinen terimleri sağ tarafta toplamak olduğuna göre 
burada yo — A değerini Denklem (7.12) de yerine koyup sağ tarafına atalım. 


(Cc > 2)yı tn h?f(zı) —A (7.13) 
Şimdi de Denklem (7.10)'u zmw-—ı için yazarsak, 
YM—2 $ (RC —2)ym-ı #ym < İ(EM-i) (7.14) 


elde edilir. Burada da yw — B olduğundan denklemin sağ tarafına atılır. 


YM-2 *t (RC — Oym—ı h?f(2m-ı) —B (7.15) 


Böylece uç noktalar için geçerli fark denklemlerini çıkartmış olduk. Orta noktalar için Denklem 
(7.10) geçerlidir ve fark denklemleri tek tek Denklem (7.10) da i - 2(1)(M — 2) değerleri yazılarak 
elde edilir. Yani, 


iz2için yı *(h2C—2)y*ye <h/(22) 
iz3için yo *(h2C-—2)ys*yı <h?f(23) 
iz4için ye *(h2C—2)y ty <h?/(24) 


iz(M-—2)için yu-s *(h2C-—2)ym-2 *ym-ı <hİ(zM-3) 


Bu fark denklemleri matris formunda yazılabilirler. Kolaylık olması bakımından D — h?C —-2? 
olarak alırsak, matris denklemi Denklem (7.16) şeklinde elde edilir. 


DI yı hf —A 
ı D 1 y ha 
.... je - (1.16) 
ii YM-2 h? İm-2 
i D YM-ı h?fm-ı-B 


Burada /(2;) — /; şeklinde gösterim kolaylığı kullanılmıştır. Elde edilen denklem sisteminin 
boyutu (M—1)x (M —1) olup bu üç köşegenli lineer denklem sisteminin Gauss yoketme metodu 
ile çözülmesi tavsiye edilir. 


7.2.2 KARIŞIK SINIR ŞARTININ OLMASI HALİ 


Sınır değer problemlerinde karşılaşılabilecek sınır şartlarının en genel şekli Denklem (7.17) ile ver- 
ilmektedir. 


ağ tby-1 (7.17) 
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burada ©, 8, ve 7 değerleri sabitlerdir. Bu sınır şartında a, 4 # O olması durumunda bu şarta 
Karışık Sınır Şartı denir. & — 0 olması durumunda 7.2.1 de bahsedilen sınır şartı elde edilir. 
Denklem (7.17) ile verilen sınır şartında & # 0, 4 — 0 olması durumunda da sınır şartına Neumann 
Sınır Şartı denir. 


Şimdi, aynı problemi her iki uç noktasındaki sınır şartlarının karışık sınır şartı olması durumda 
çözelim. Yani, 


zsada &, v *8ıy-7 (7.18) 
dy 
zsbde 027: tfy-7y (7.19) 


şeklinde (&, # 0 ve wa # 0) verilmiş olsun. 


Bu şartlar altında 29 — a ve zy b deki fonksiyon değerleri hakkında hiçbir şey söylenemez. 
Çünkü sınırlarda fonksiyon değerleri, y(a) — yo ve y(b) — yı, bilinmemekte fakat Denklem (7.18) 
ve (7.19) ile verilen sınır şartları bilinmektedir. Bu durumda bilinmeyen sayısı aralığın M eşit 
parçaya bölünmesi ile elde edilen nokta sayısına eşittir, yani (M * 1) dir. 


Sol uç nokta (sol sınır nokta) için fark denklemi Denklem (7.10) da i — 0 alınarak elde edilir. 
Yı #ÜRİC —2)yo ty Sİ (iz) (7.20) 


Denklem (7.20) de y.ı gibi bir bilinmeyenle karşılaşmaktayız. Bu bilinmeyen z - a dan h kadar 
gerideki (yani, z - a — h) bir hayali noktayı temsil etmektedir. Aralığın dışındaki bu hayali 
noktayı yoketmek için sınır şartından yararlanıyoruz. Şimdi Denklem (7.18) ile verilen sınır şartını, 
y' için merkezi fark formülünü de kullanarak (: — O için) bir fark denklemi elde etmek istersek, 


a) (a) *Bıyo <7 (7:21) 


elde edilir. Bu denklemi artık y., için yo ve yı bilinmeyenleri cinsinden çözebiliriz. Dolayısiyle 
Yı, 


Yı zyı— zn — Bıyo) (7.22) 


olarak bulunur. Bu ifade Denklem (7.20) de yerine yazılır ve ortak çarpanlar altında toplanırsa sol 
uç nokta için fark denklemi, 


(7.23) 


20 9, 2hbı ağ 2hyı 
(wc 24 a yo t2yı <h”f(20)* > 


şeklinde yazılabilir. 


Aynı şekilde sağ uç noktanın fark denklemini elde etmek için Denklem (7.10) da i — M yazılır. 
Sonuç, 

YM—ı $ (İC — 2)ym t yaşı <> f(zm) (7.24) 

fark denklemidir. Burada da zy — b den h kadar ileride (7 —- b 4 h'ta) bir hayali nokta 


oluşmaktadır. Bu hayali nokta da sınır şartı kullanarak benzer yolla yok edilir. Sağ uç nokta 
için sınır şartı: 


üz (aim) t fay 7 (7.25) 
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şeklinde yazılır. Denklem (7.25)'ten yı, 


YM41 ZYM—1 t a — Baym) (7.26) 


bulunur. Son olarak Denklem (7.26) ile verilen yaşı Denklem (7.24) te yerine konup düzenlemeler 
yapıldıktan sonra, 


OUM—ı * (wc ağu © vu fis) - > (727) 


fark denklemi elde edilir. Orta noktalar için (yani, z;, i — 1(1)(M — 1) için) yine Denklem (7.10) 
geçerlidir ve dolayısiyle fark denklemleri 


izliçin yo #(h?C-—2)yı ty <hf(zı) 
iz2için yı *(h?0—2)yo4tys —hf(z2) 


iz(M-ıI)için ym-3 *(hPC—2)ym-ı tym hf) 
şeklinde yeniden yazılır. 


Bu denklemlerin matris formundaki gösterimi Denklem (7.28) ile verilmektedir. Burada da 
D — h2C — 2 kolaylığından yararlanılmıştır. 


D42h8ı/faı 2 Yo h? fo *2hyıfaı 
1 D 1 yı Lar! 
; İs) 03) 
ı D 1 YM-1 h2fM—ı 
2 D-— 2hBaf 3 YM hOİM “ 2hnafaa 


Matrisin boyutu (M 4-1) x (M 4-1) dir. İkinci dereceden diferansiyel denklemlerin sınır değer 
problemleri olarak çözümlerinde eğer türev için hata mertebesi O(42) olan merkezi fark formülü 
kullanılırsa o zaman oluşan matrisler üç köşegenlidir. Fakat türevler için hata mertebesi O(h?) 
den yüksek formüller kullanılırsa veya diferansiyel denklemde ikinci dereceden yüksek türevler 
içeriyorsa, o zaman da matrisler Band matris şeklinde oluşurlar. 


Oluşan üç köşegenli denklem sistemlerinin çözümü denklem sisteminin boyutu ne olursa olsun 
Gauss yoketme metodu ile elde edilmelidir. Çünkü arzu edilen çözüm denklem sisteminin tam 


çözümüdür. Program 4 te bu sistemlerin çözümünü yapan bir alt program verilmektedir. 
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4. Üç köşegenli lineer denklem sisteminin çözümünü Gauss yoketme metodu ile 
hesaplayan BASIC Alt Programı. 


100 REN -- UC KOSEGENLI (NXN)'LIK LINEER DENKLEM SISTEMININ 
110 REM -- GAUSS-YOKETME METODU COZUMUNU VEREN ALT PROGRAM. 
120 REM -- ANA PROGRAM DA ----DIM AC(N) ,B(N) ,G(N) ,D(N)--- SATIRI 
130 REM -- OLMALI. DENKLEM SISTEMININ COZUMLERI O (C(N)J 

140 REM -- INDISLI DEGİSKENI ICINDE SAKLIDIR. 

160 REN -- 

160 FOR 1-2 TON 

170 ReB(1)/D(1-1) 

180 D(I)mD(I)-R#A(1-1) 

190  C(1I)G(I)-R#G(1-1) 

200 NEXT I 

210 C(N)C(N) /D(N) 

220 FOR J-(N-1) TO 1 STEP (-1) 

230 C(J)m(6(J)-A(I)4C(741))7D(I) 

240 NEXT J 

250 RETURN 


ÖRNEK 3. Aşağıdaki sınır değer problemini değişik h değerleri için çözerek analitik çözüm 
ile karşılaştırınız. 


a kay ae” 
Sınır Şartları: o y'(1)*2y(1)—1, O y(2)-0 
Analitik Çözüm : y(2) -(Cı *Coz-Inz)e-”*, Cı -In2-20, 5-841 
Çözüm: Sınır değerler z —I ve 2 için verildiğinden çözüm aralığımız |1,2| dir. Bu aralığı M 
parçaya bölelim. Dolayısıyla 4 — (2— 1)/M olacaktır. Sol sınırda karışık sınır şartı ve sağ da 


ise fonksiyon değeri bilinen sınır şartı kullanıldığından, fonksiyon sol uç nokta da bilinmemekte 
iken sağ uç nokta da bilinmektedir (yaw — 0). O halde (M * 1) noktaya denk gelen fonksiyon 


tası için diferansiyel denklemde y' ve y” yerine merkezi fark formüllerinin kullanılmasiyle elde 
edilir. Yani, 


İs — 2y, * — di | Ka) iğiye zo” 
Bu denklemi h? ile çarptıktan sonra çarpanlarına ayırırsak, 
(1— 2h)yı-ı # (44? — 2)yi (14 2h)yişı e, iz 0()(M—1) (7.29) 
elde edilir. Sol uç sınır için sınır şartını kullanırsak, 
Kİ *2yo-1 


buradan, 
Y-ı zihyo tyı —2h (7.30) 
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ifadesi bulunur. Sol sınır için fark denklemini türetebilmemiz için Denklem (7.29) da i — 0 alır ve 
y-ı için Denklem (7.30) ile buduğumuz ifadeyi kullanırsak, 


2 
(ah — Ah? — 2)yp #2 > o 4 2h — 248) (731) 


elde ederiz. Sağ uç sınır için fark denklemimizi Denklem (7.29) da i - M — 1 koyarak türetiriz. 


2 
(1—2h)ym-2 4 (4h? — Oya —ı $ (14 2h)ym > ar (7.32) 
yM > 0 olduğundan Denklem (7.32), 
2 
(1 —2h)ya a 4 (48? — Oya > ağn (7.33) 


halini alır. Orta noktalar için Denklem (7.29) geçerli olup i — 1(1)(M — 2) alındığında bu noktalar 
için fark denklemleri elde edilir. Yani, 


2 
1 için (1 — 2h)ye 4 (Ah — Dy 4 (1 4 20) > ge 
1 


2 
i—2 için (1 — 2h)yı 4 (4h2? — 2)y, *(142h)ys — go” 


2 
izM-2 için (1 — 24)ym-s * (4h? —2)ym-> #(1 4 2h)ymı > h ” p“21M-3 


Bu denklemler M x M'lik bir lineer denklem sistemi oluştur. Burada matris şeklinde gösterimde 
kolaylık sağlamak açısından Dı - 1—2h, D2—142h, ve D — 4h? —2 alırsak fark denklemlerinin 
matris formunda yazılışı, 


4h—4h2—2 2 Yo Mi eğe 
Dı D D; yı 7 i 
D, D D e-23 /z 
e m yi 2/3 (734) 
Dı D D; Mi g-23m-3) -2 
bı D YM-—I g33M-ı fak, , 
şeklinde olmaktadır. 


Bu denklem sistemini Program 4 ile verilen alt programı kullanarak çözerken sadece sıfır ol- 
mayan elemanlar için giriş yapılır. Sıfır olan elemanlar ile işlem yapılmaz. 


Üç köşegenli denklem sisteminin verilen alt program ile nasıl çözüldüğünü göstermek bakımından 
hazırlanan Ana program, Program 5 ile verilmektedir. Bu programla elde edilen çözümler Tablo 
7.3 te veriliyor. 4 değerinin küçültülmesi ile nümerik çözüm, analitik çözüme yakınsamaktadır. 
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Tablo 7.3: Örnek 3 ile verilen diferansiyel denklemin farklı / aralıkları için elde edilen nümerik 


çözümler, 
|» hasar 
ş 570 


Nümerik Çözüm Analıtı 
Lp—0.0Z T h—001 TA 00025) Çözüm 
-1.03860 0405 -1.04148 | -1.04163 
-0.76955 | -0.77030 | -0.77034 
-0.56188 
-0.40371 
-0.28406 
-0.19427 
-0.12752 
-0.07846 
-0.04291 
-0.01760 
0.00000 


-0.01762 
0.00000 


0.00000 0.00000 


Program 5. Örnek 3 ile verilen diferansiyel denklemi çözmek için hazırlanan BASIC Ana 
Programı. 


10 INPUT N : Hsi/N: NeNei 

20 DIN A(N) ,B(N) ,C(N) ,D(N) ,X(N) 

25 DEF FNF(T)sEXP(-2*7)/T“2 

80 FOR Isi TO N: D(1I)m4xH“2-2: A(I)mls24H: B(I)si-2#H : NEXT İ 
35 B(1)s0: A(N)-0: D(1)s44H-441“2-2: A(1)2 

40 FOR Isi TO N: X(I)mie(I-1)4H: C(I)sH“24FNF(X(1)): NEXTİ 
45 C(1)6(1) *24(1-24H) 4 

60 GOSUB 100 

65 PRINT TAB(5) ;"X";TAB(10) ;"NUNERIK COZUN": PRINT 

70 FOR Isi TO N: PRINT TAB(S) ;X(1) ;TAB(25) ;C(1): NEXT 1 

80 END 


ÖRNEK 4. Aşağıdaki diferansiyel denklemi verilen sınır şartları altında bir bilgisayar pro- 
gramı yardımıyla küçülen h değerleri için çözünüz ve analitik çözüm ile karşılaştırınız. 


2y"—(242)y'42y0 
Sınır Şartları: y/(0) <0, y(1)-y(1)45 
Analitik Çözüm: y(2) —€ - 52? 42242) 


Çözüm: İlk önce (0,1) aralığını M eşit parçaya bölelim. Sınır şartlarının her ikisi de karışık 
türden olduğundan oluşan bilinmeyen sayısı (M * 1) dir. Diferansiyel denklemde türevler yerine 
merkezi fark formüllerini kullanarak herhangi bir 7; noktası için genel fark denklemini türetelim. 
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Ti am sl — > : Mi — (2 *2) #5 gi t2yı 0 (7.85) 
Denklme (7.35)'i 4? ile çarpıp gerekli düzenlemeler yapılırsa, 
İn 44 pa) yi FAA — sıl Ni a - a) dü iv0 (1.36) 


elde edilir. Bu denklemde z; — ih, i - O(1)M olduğuna dikkat edilecek olursa ve 7; için bu ifade 
Denklem (7.36)'da yerine konursa Denklem (7.36) biraz daha sadeleştirilmiş olur. 


İ *(1* pi) yi-ı t2h—- iy * E t(1— pi Yişı 20 (7.37) 


Denklem (7.37)'de i - 0 koyarsak, 
y-ı #2hyo—-yı 0 (7.38) 
bulunur. Burada 8ol sınır şartını kullanırsak yı — yı olduğunu görürüz. Bu eşitliği Denklem 


(7.38) de yerine yazarsak yo — O buluruz. Bu son gelişme ile yo'ı bulduğumuz için bilinmeyen 
sayısı M”e indirgenmiş oldu. Şimdi Denklem (37)'yi i — 1 için inceleyelim. Fark denklemi, 


2(h — Uy * ı tü- 2) dr0 (7.39) 


şeklinde yazılır (yo — O alınmıştır). Orta noktalar (yani, i - 2(1)(M — 1) için) fark denklemleri 
Denklem (7.37) aracılığı ile türetilirler. 


Son olarak sağ uç nokta için fark denklemini Denklem (7.37) de i - M —1 yazarak elde ederiz. 
h h 
1* (1 *t g)M YM-I 4 2h . M)ym tj-1* (1 ye z)M YM41 0 (7.40) 
Buradaki ya1'in bilinmeyenler cinsinden değeri sağ sınır şartından elde edilir. Dolayısiyle sağ 
sınır sartınının fark formülü, ” 
arkı SM -YM*İ 5 (7.41) 


YM41 > YM—ı t2hym th (7.42) 
elde edilir. Denklem (7.42) ile verilen yaşı Denklem (7.40) ta yerine konursa, 


veya 


OMym—ı 4 (2h — A2 — 2) My > — -ı F(- DM) (743) 


bulunur. (M — 1) x (M — 1) olan bu denklem sisteminin matrisel gösterimi a; — —1 4 (1— h/2)i, 
bi <14(14h/2)i ved — 2(h — 5) tanımlarının kullanılmasıyla, matris denkleminin 


dı a, yı 0 
ba - Ya 0 
3 > ni N vi m. 0 (7.44) 
bM-ı OdM-ı 4M-ı YM-I 0 
aM tbmM du t2ham YM —ham 
şeklinde olduğu görülür. 
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Tablo 7.4: Örnek 4 ile verilen diferansiyel denklemin farklı / aralıkları için elde edilen nümerik 
çözümler. 


0.011745 | 0.011813 | 0.011824 


0.039696 | 0.041510 | 0.041960 | 0.042098 | 0.042110 
0.101570 | 0.104547 | 0.105290 | 0.105508 | 0.105541 
0.212410 | 0.216810 | 0.217915 | 0.218230 | 0.218280 


Program 6. Örnek 4 ile verilen problemin çözümü için hazırlanan BASIC Ana Programı. 


10 INPUT N : Hsi/N 

20 DIN A(N) ,B(N) ,C(N) ,D(N) ,X() 

26 DEF FNE(T) sEXP(T) -0.54(T72424T42) 

30 FOR Isi TON 

85 D(1) 24 (HI): A(I)meie(i- BAH)#I: B(1)14(14 5#H)4T 
40 NEXT 1 

46 B(1)0 

50 FOR Isi TO N: X(I)sIsH: GC(1)s0 : NEXT I 

55 B(N)-B(N)#A(N) : DON) sD(N) #244 (N) : CON) AN): A(N) 0 
60 GOSUB 100 

70 FOR Isi TON 

75 Oo PRINT TAB(3);X(1);TAB(12) ;C(1) ;TAB(28) ;FNE(X(1)) 

80 NEXT I 

90 END 


Programın değişik h değerleri için glıştırılması sonunda elde edilen çözümler bazı noktalar için 
Tablo 7.4'te verilmektedir. 60.ncı satırda GOSUB 100 deyimi ile verilen atama üç köşegenli matrisi 
Gauss yoketme alt programına (yani, Program #'e) yapılmaktadır. 


Tablo 7.4'te verilen çözümlerin küçülen 4 değerleri ile analitik çözüme yaklaştığı gözlenmektedir. 


ÖRNEK 5. Aşağıdaki diferansiyel denklemi nümerik olarak çözünüz. 
yi* 4 6y - 100 
Sınır Şartları: y(0) — y'(0) — y(1) — y”(1) <0 


Çözüm: Burada sınırlarda fonksiyon değerlerinin yanısıra türev değerleri de bilinmektedir. 
Fonksiyon değerleri bilindiğinden (0,1) aralığı M parçaya bölündüğünde M 4-1 nokta oluşacak fakat 
bilinmeyen sayısı M — 1 olacaktır. O halde h — 1/M alınırsa ve türevler yerine fark formülleri 


e, 42-4 6 4 


veya 
Yi-2 — İyi-ı t 6(1 *t h*)yı — AYişı t yi 10049, i— (UM — 1) 
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şeklinde yazılabilir. 

Sınırlarda, yani yo — yw — 0 olduğu bilinmektedir. Ayrıca, y'(0) — Odan yı — y-ı ve y”(0) 
dan da ym4ı > —ym—ı olduğu birinci ve ikinci türevlerin fark formüllerinden bulunur. O halde 
i zl için fark denklemimiz, 

Yı — 4yo $ 6(1 4 hİ)yı — 4yp 4 ye > 100h* 
Burada da yo ve y.,'in değerlerini yerine yazdığımızda, 
(74 6h*)yı — 4ya 4 ye > 1004 
elde edilir. # — 2 için, 
—4yı * 6(1 4 hİ)ya — 4ys 4 ya — 100h* 


bulunur. Bu fark denkleminde yo — O olduğunu hatırlayınız. Sağ sınır noktasında fark denklemini 
iz M —l için yazarsak, 


YM 3 — AYM —2 t 6(1 4 İyi — Ay $ yaşı > 100h* 
elde edilir. Burada da sınır değerini yerine koyarsak fark denklemi 
YM-3 — 4yM—2 1 (54 6h*)yaı > 100h* 
halini alır. Son olarak fark denkleminde # — M — 2 alalım. O halde, 
YM—4 — Ays $ 6(1 4 hİ)yay—> — Ayı # ya > 100h* 


veya 
YM —4 — Aym—3 $ 6(1 4 h*)yaş > — Ayı > 100h9 

şeklinde yazılır. Burada da yaş — 0 olduğunu unutmayalım. Diğer orta noktalarda da genel hali 

ile verilen fark denklemi geçerli olduğundan fark denklemlerinin matrisel gösterimi E — 6(1 4 h*) 

alarak, 


E*1 —4 1 yı 1 
—-— E -4 1 Ye 1 
1 —4 E -4 1 Ye 1 

6 a a —1004*| : 

ıl a E - 1 YM—3 1 

Iı — E —4 YM—2 1 

ı —-4 E-1 YM-—I 1 


Sıfırlar ile işlem yapılmaması için bu band matrisi Program 7 ile çözebilmek için matrisin 
programa aşağıdaki (M — 1) x 5 boyutlu matris formunda verilmesi gereklidir. 


0 0 EşI -4 1 
0-4 E - 1 
1 —4 E -41 


peki 45 


4 E 
e E 4D 
1-4 E-1 0 0 


pi pi 
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Program 7. Band Matris çözücü BASIC Alt Programı. 


100 REM -- GAUSS YOKETNE METODU ILE BAND MATRIS SISTENI COZUMU 

110 REN -- NF ms MATRISIN BOYUTU 

120 REM -- Mi » ALT KOSEĞEN SAYISI 

130 REN -- M2 » UST KOSEGEN SAYISI 

140 REM -- A(NF,ML4#M241)- BOYUTU ILE VERİLEN BAND MATRIS 

150 REM -- F(NF) - NF UZUNLUKLU SAG TARAF VEKTORU, RETURN'DEN SONRA 
160 REN -- GOZUM VEKTORU BUNUN ICINDE SAKLIDIR. 

170 REM -- WK(NF) » CALISMA ICIN AYRILAN ALAN 

180 REM -- NOT: 220 INCI SATIRDA "DIM" DEYINI ILE VERİLEN A(NF,Mİ*#N2*1) 


190 REN -- VE F(NF) INDISLI DEGISKENLERINI ANA PROGRANDAKI DIM 
200 REN --- DEYIMINE TASIYINIZ. 

DA A eee m emri 

220 DIM A(NF,M14N241) ,F(NF) ,WK(NF) 

300 HATAsO 

310 MMsM14N241 


320 IF (Mim0) THEN 860 
330 IF (M2-0) THEN 1010 
340 FOR Isi TO NF 

8650 PsABS(A(I,1)) 
360 FOR J-52 TO NM 


370 OsABS(A(I,3)) 

380 IF (G>P) THEN Psg 
390 NEXT J 

400 IF (Po) THEN 2000 
410 WI) P 

420 NEXT I 

480 FOR Isi TO Mİ 

440 JESN2*1 


450 JSsM141-1 
460 FOR Ji TO JE 


470 ACI, DsA(ÇI,J4JS) 
480 NEXT J 

490 JEsJE*İ 

500 FOR JsJE TO MM 

510 ACI,I)0 

520 NEXT J 

530 NEXT I 

540 NMisNF-i 

550 LsNi 

560 FOR Ksi TO NMİ 

570 KPisK*1 

580 IF (L<NF) THEN LsL#i 
590 IsK 


600 PsABS(A(K,1))/WK(K) 
610 FOR JsKPi TOL 
620 GsABS(A(J,1))/WK(J) 


133 
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630 IF (g<sP) THEN 660 
640 Ps 
660 IsJ 
660 NEXT J 


670 IF (Ps0) THEN 2000 
680 IF (IK) THEN 770 
690 FOR Jsi TO MM 


700 XsAK,D) 

710 A(K,J)sA(I,I) 
720 AÇI,I)mk 

730 NEXT J 

740 XsF (K) 

760 F(K)sF(1) 

760 F(I)sX 

770 FOR IsKPi TO L 

780 XsA(I,1)/A(K,1) 
790 FOR 7-2 TO NM 
800 AÇI ,I-1)sA(I,I)-X#A(K,I) 
810 NEXT J 

820 ACI NM) 0 

830 F(I)sF(1)-X#F(K) 
840 NEXT 1 

846 NEXT K 

850 IF (A(NF,1)0) THEN 2000 
860 NPisNF*i 

870 Lsi 


880 FOR Ilsi TO NF 

890 IsNP1-11 

900 IF (ACI,i)sNF) THEN 2000 
910 IMis1-1 

920 XaF(1) 

930 IF (IsNF) THEN 970 

940 FOR Ks2 TOL 

960 XsX-ACI,K)#FCIM14K) 
960 NEXT K 

970 FCI)sA/A(I,1) 

980 IF (L<MM) THEN LsL*i 
990 NEXT 11 

1000 GOTO 2500 

1010 MPisNM*i 

1020 Lsi 

1030 FOR Isi TO NF 

1040 IF (AC(I,MM)-0) THEN 2000 
1060 IPim141 

1060 XsF (1) 

1070 IF (Isi) THEN 1120 

1080 O(OFOR KK-2 TOL 


7.2. SINIR DEĞER PROBLEMLERİ 135 


1090 KeMP1-KK 
1100 XX-AÇI,K)#FÇIP1-KK) 
1110 NEXT KK 


1120 F(I)sK/ACI,NN) 

1180 IF (L<MM) THEN LsL#i 

1140 NEXT TI 

1160 G0TO 2500 

2000 HATAsi 

2010 PRINT "HATAs";HATA,"MATRISIN DETERMINANTI SIFIRDIR" 
2500 RETURN 


Program 8. Örnek 5 ile verilen diferansiyel denklemi band matris çözücü kullanarak (Program 
7) çözen Ana Program. 


10 Mis2 : N2s2 : NNe6 : Hsi/(NN-1): NFsNN-2 

15 IRBsM14*M2*1 

20 DIN A(NF,IRB) ,F(NF) ,X(NF) 

22 FOR Isi TO NF 

24 ACI,i)mi: ACI,2)-4: ACI ,3)64(14H74): AC(I,4)-4: AÇI ,5)i 
26 NEXT I 

28 A(2,1)0:A(NF-1,5)0:A(1,3)sA(1,3)41:A(NF,3)sA(NF,3)-1 
30 A(1,1)0: A(1,2)0:A(NF-1,5)0:AÇNF,4)0:A(NF ,5)0 

36 FOR Isi TO NF : X(I)sI#H: F(1)m1004H74: NEXT I 

40 GOSUB 100 

45 FOR Isi TO NF: PRINT TAB(5);X(I) ;TAB(165) ;F(I): NEXT 
50 END 


7.2.3 SINIRIN SONSUZDA OLMASI HALİ 


Bazı diferansiyel denklemlerin bir sınır değeride sonsuzda olabilmektedir. Buna bir örnek verecek 
olursak, 


Y"*Cy> fl) (7.45) 


sınır şartlarıda, 
y(0)-0 ve oyleo)z1 


olsun. 


Bu problemi fark denklemleri oluşturarak çözebilmemiz için sonsuz olarak belirtilen z değerinin 
hangi mertebede olduğunu bilmemiz gerekir. 7'in mertebesi hakkında bir fikir yürütemememiz 
nedeniyle problemi bir başlangıç değer problemi olarak çözmemiz gerekecektir. Fakat burada da 
bir başka problem vardır; bu problem de sınır şartının eksik olmasıdır. Yani, Denklem (7.45)'i 
bir Euler veya Runge-Kutta metodu ile çözebilmemiz için y(0) başlangıç değerinin yanısıra y'(0) 
değerini de bilmemiz gerekir; oysa, v (0) da bilinmemektedir. Bununla bereber y'(0) başlangıç 
şartı için bir tahminde bulunarak problemi başlangıç değer problemi olarak çözer ve z — oo için 
y'nin nereye gittiğine bakarız (y —?). Diğer bir değişle y'(0) — a alındığında z—c—y—A 
gibi bir değere yakınsıyor olsun. Sonra başlangıç şartı için bir ikinci tahminde bulunalım. Bu 
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tahmin de y'(0) — b alındığında z — oo —> y — B gibi bir değere yakınsıyor olsun. O zaman; 
y(oo) — 1 sınır şartını sağlayacak yeni bir tahmin değeri hesaplanır. Bu yeni tahmin değeri için 
verilen formül bir tür Newton-Raphson metodunun uygulaması olup, 


(7.46) 


şeklindedir. 


Uygulanan bu metoda ilerideki bir noktada fonksiyonun sınır değerine interpolasyonda bulunul- 
masından dolayı Atış veya Şutlama metodu da denir. 


ÖRNEK 6. Aşağıdaki diferansiyel denklemi çözünüz. 


y'—4yz1 
sınır şartları: 
y(0)0 ve yloo)-—1/4 


Çözüm: Problemi başlangıç değer problemi olarak çözmek için diferansiyel denklemi birinci 
dereceden denklem sistemine indirgiyoruz. Dolayısıyla, denklemlerimiz, 


Ti Yy, ve 2 -144Y 

şeklinde yazılırlar. y'(0) bilinmediğinden sınır şartlarından sadece Y,(0) — 0 şeklinde yazılırken 
Y2(0) — e olarak alalım. Program 3'te gerekli değişiklikler yapıldıktan sonra bu program vasıtasıyla 
problemi çözebiliriz. 


Şimdic-a-lalırsakz-—5tey- A 8242 bulunur. Daha sonra c — b — —I alarak problemi 
gözersek z -5 tey B - —2749 bulunur. Bu değerleri Denklem (7.46) da yerine koyarsak c için 
yeni bir tahmin değeri buluruz. Yani, 
8242 
ezl— BETA —0.4997725 

Bu yeni değer ile problemi çözersek z — 4.6'dan sonra çözümün —0.25 te sabitleştiği görülür. 
Gerçekte c nin değeri —0.5 tir. Bazı problemlerde Newton-Raphson metodu ile birden fazla tah- 
minler yapmak gerekebilmektedir. 


ÖZET 


Bütün nümerik teknikler yuvarlama hataları da içerebilirler; ve bütün çözüme yansırlar. Bu 
nedenle, gerek başlangıç değer gerekse sınır değer problemlerinin çözümlerinde hatalar kesme ve 
yuvarlama hataları şeklinde mevcut olacaktır. Bu hataları h'ın küçültülmesi ile etkisiz hale getire- 
biliriz. Fâkat yüksek mertebeden türevler içeren denklemlerin çözümünde /'ın 4, 6, 8.nci kuvvetleri 
ile karşılaşırız. Bu terimler bazı karmaşıklıklara sebep olurlar. Karmaşıklıklar küçük sayıların bu 
kuvvetleri alındığında daha da küçülürler. Eğer hassas aritmetiksel işlem yapmıyorsanız, o zaman 
bu terimlerin ilavesi yuvarlama hatalarından oldukça etkilenecek ve size yalnış çözümler getirebile- 
cektir. Bu nedenle / değerinin nisbeten büyük tutulmasında yarar vardır. 


7.2. SINIR DEĞER PROBLEMLERİ 137 


Bir diferasniyel denklemi çözmeden önce sınırlara bakarak bunun bir başlangıç değer veya 
sınır değer problemi olup olmadığını saptayınız. Başlangıç değer problemlerinde Runge-Kutta gibi 
hata mertebesi yüksek olan metodları kullanınız. Sınır değer probleminde de sınır şartlarından 
bilinmeyen sayısı ve sınır noktalar için fark denklemlerini dikkatlice çıkartınız. Sonuç olarak bütün 
sınır değer problemleri bir matris formunda gösterilebilirler ve uygun bir denklem sistemi çözücüsü 
yardımıyla problem çözülür. 


PROBLEMLER 


7.1 Aşağıda verilen diferansiyel denklemleri h — 0.0001 alarak Euler ve h — 0.1 ve 0.01 alarak 
Runge-Kutta metodlarını kullanarak belirtilen şart ve aralıkta çözünüz. 


d 1*z 
(1) a»—— 20-0, v1, |0,2) 


(2) Ty 70-1, yo 0, (1,2) 
(3) vii 70 7İ2, yel, |7/2,7f4) 
yz — 256 “sinz—2, 200, yo -—3, (0,1) 
(5) VK Feed yi — 22 — tan, zo 0, yo 0, (0,76) 


7.2 Aşağıda verilen diferansiyel denklemleri h — 0.001 alarak Euler ve h — 0.01 alarak Runge-Kutta 
metodlarını kullanarak belirtilen şart ve aralıkta çözünüz. 


dy 
0) Sita ay 0, 200, yezl, yi <0 |0,1.5) 
&y dy >. — — © 
(2) di 13, 7770 70-0, yo <1, yy 0 10,3.5) 
yy, Ey (duy 
(3) mi tiz - () t3y-0, 70-0, yo 0, Yo z0, y"(0) 0 (0,4 


(4) ZE sanyo, 200, gez, 4-0 (04 


(6) SE olayi - 1012), 2 0, e 680 (ş 
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7.3 Yarıya kadar dolu ve çapı D ve yüksekliği ho olan bir silindirik tankın tabanının orta noktasında 
çapı d olan bir delik vardır. Su yerçekimi kuvveti ile aşağıya doğru akmaktadır. Tank içindeki 
suyun yüksekliğini zamanın fonksiyonu olarak ifade eden diferansiyel denklem 


dh di? 
#0) 
D—15m,d 5cm ve ho-3.5 m olan tank için problemi Runge-Kutta metodu ile h — 0.01 


alarak çözünüz ve analitik çözüm ile karşılaştırınız. 
Analitil çözüm: 


 İVE-VA, (5) vE 


7.4 z(t), sıcaklığı G(t) — 80(3 — t) ile verilen bir ortama yerleştirilen bir cismin t anındaki 
sıcaklığı olsun. Cismin sıcaklığı aşağıdaki diferansiyel denklemi sağladığı ve cismin başlangıçtaki 
sıcaklığıda 4009C olduğu bilindiğine göre bu problemi Runge-Kutta metodu ile h — 0.01 alarak 
çözünüz. 


7 4 0.0257  0.005G/4) 


7.5 Bir RL devresideki 4 akımı anahtar açıldıktan sonra aşağıdaki diferasniyel denklem ile ifade 


edilmektedir. 
di  Esinut—Ri 
di Il 


Devre kapalı iken devreden akım geçmediği ve £ 100 V, L —1 Henry, vw -500 ve R -100 0 olduğu 
bilindiğine göre bu diferansiyel denklemi Runge-Kutta Metodu ile (0,3) aralığında çözüp analitik 
çözüm ile karşılaştırınız. 4 değerini değiştirerek analitik sonucu elde etmeye çalışınız. 4 — 0.1 için 
problemi çözdükten sonra ilk üç saniyede devreden geçen akım miktarını hesaplayınız. 


Analitik çözüm: 


ili) - Zz(Rsinut — ul cosut #vLe RE), 2- ÇET 


7.6 20 kg şeker 120 kg su içeren bir tank'a boşaltılıyor. Çözeltinin konsantrasyonu, C, £ anında 
yüzde olarak aşağıdaki diferansiyel denklem ile ifade ediliyor. 


(120 — 1.2120) 7 — 5 (200 — 140)(100 — 40) 


burada k kütle transfer katsayısı olup 0.05889 dur. Başlangıç şartı £ — 0, C — 0 verildiğine göre bu 
diferansiyel denklemi hata mertebesi 0(0.013) olacak şekilde çözelti 90100 doymuşluğa ulaşıncaya 
kadar geçen zamanı bulunuz. Çözümün grafiğini, C-t, çiziniz. 

7.T Azot monoksitin (NO'nun) hidrojen ile reaksiyonunun reaksiyon oranı aşağıdaki diferansiyel 
denklemi ile ifade ediliyor. 


Z — k(Pvo- 22) (Pr, — 2) 
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burada z ürünün kısmi basıncı, £ katsayı , Pvo ve Py, de NO ve Hg'nin kısmi basınçlarıdır. 
Bu problemde Pwo-359 mm Hg, Pr, -400 mm Hg ve k -1.12x10-7 mm”? s-1 olduğuna göre 
problemi 0 <£< 3s için Runge-Kutta metodu ile çözünüz. 


7.8 Denklem (7.1) ile verilen adi diferansiyel denklem de dy/dz yerine hata mertebesi O(h?) olan 
ileri fark formülü kullanarak bir metod geliştiriniz ve örnek 1 ile verilen problemi çözünüz. NOT: 
Çözümün ilk aşamasında Euler metodunu kullanınız. 


(1) y" say -2y-e*, y(0)-0, y(3) 0 
(2) (22 42)y" (32-1) —-2y-€*, y(-1)-0, yl) 2 
(3) 2y" 43y'—12y-0, y(0)-1, y(4)0 
(4) ay" sy'—(1s)ytanz, y'(0)-0, y(r/8)-1 
(5) y”"4$zy"—2y4-tanz, y(-1)-y'(-1)-0, y(1) y'(1) 0 
(6) sinz?y” 4coszy'—2”y-7, y(0)4y'(0)-—1, y(0.5)4y'(0.5) 0 
(0 y"4(16— 27)y47742, y(0)—1, y'(1)-0 
(8) y"tzy'-7y-0, y'(0)-0, y(3) 0 
(9) y"—8y'4zy-€, y(0)-0, y(2)—45 
(10) 22y" #zy'—22y0, y'(0)-0, y'(0.75) —0.5y(0.75) 0 
(41) y”"42y-2r41, y(0)0, y(1)y'(1) 0 
(12) y'” 449y 497”, y(0) <y(1) < y”"(1) <y"(1) 0 


(18) yi” -4y-e, y(0)-y”(1)—y”(1)-0, y(i) 1 


7.10 Aşağıdaki diferansiyel denklem sistemlerini verilen sınır şartları altında çözünüz. 
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(0 y"-(y42) 57, y(0)-0, y(10)>-—1 
4" —(52—1)y4$52-c0sz, 2'(0)—z2(0)-0.5, 2(10)-0 


(2) y"—-(2y452)-€, y(0)-0, y(1) 0 
#'—ay—aiz— Ye, #(0)-0, 2(1) 0 


(3) y"4*22"—4yin(542), y(1)-0, y(3)-1 
3y” —2”—57 7, 2(1)1, 2(10)--—1 


7.11 Aşağıdaki diferasiyel denklemleri çözünüz. 
(1) y”" #yy" 0, y(0)0, y((0)0, y(oo) 2 
(2) 22y”42y'427y 0, y(1)4, y(0o) <0 


(8) y"-*52y'—sin(zy) 0, y(0)-1, y(oo)1 


Bölüm 8 


ÖZDEĞER VE ÖZVEKTÖRLER 


Özdeğerler ve özvektörler oldukça çeşitli problemlerin çözümlerinde fiziksel miktarlar olarak ortaya 
çıkarlar. Bu nedenle mühendislik problemlerinin çözümünde sıkça karşımıza çıkan bu sistemlerin 
özdeğerleri, en büyük özdeğeri ve/veya en küçük özdeğeri önem taşımaktadır. Özdeğerleri ve 
özvektörleri arzu edilen sistemler simetrik veya simetrik olmayabilirler ve bu sistemlere uygulanan 
teknikler de dolayısiyle farklılık gösterir. Özdeğerleri aranan problemlere Karakteristik Değer veya 
özdeğer problemi denir. Bu bölümde de biz değişik sistemlere (öncelikle de simetrik sistemlere) 
uygulanan tekniklerden bahsedeceğiz. 


8.1 PROBLEMİN TANIMI 


Matris özdeğer probleminin tanımı Denklem (8.1) ile verilmektedir. 
AXx1X (8.1) 


Burada A bir kare matris, X matris ile aynı boyutta olan bilinmeyenler vektörü ve A ise bir 
sabittir. Bir Özdeğer Probleminin çözümü Denklem (8.1)'i sağlayan X vektörleri ve A değerlerinin 
bulunmasıdır. Denklem (8.1), 

(A —-ADX -0 (8.2) 


şeklinde de yazılabilir. Denklem (8.2) şeklinde yazılan bu sistemin sıfırdan farklı bir çözümünün 
olabilmesi için denklem sisteminin Denklem (8.3)'ü sağlaması gerekir. 


det(A — Al) 0 (8.3) 


Denklem (8.3) derecesi matrisin boyutu ile aynı olan bir polinom ile temsil edilebilir ki bu polinoma 
Krakteristik Polinom denir ve polinomun kökleri arzu edilen matrisin özdeğerlerini verir. Her bir 
özdeğer için elde edilen çözüm vektörü de özvektörleri verir. 


Fiziksel olaylardan kaynaklanan özdeğer problemlerde matrisler genellikle simetriktir. Bu ne- 
denle öncelikle simetrik matrislerin özdeğerlerinin bulunmasına değineceğiz. 


Eğer A simetrik bir matris ve V de gelişigüzel bir vektör olarak alınırsa, o zaman 


AV-W (8.4) 
VTA-W (8.5) 
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elde edilir. Burada W bir sütun vektördür. Buradan kolaylıkla AV ve VT A vektörlerinin j'ninci 
sütunu için, 


(AV); — > GjkUk (8.6) 
kl 
Lİ 
(VİTA); — > Vkâkj (8.7) 
zi 
ve &k; — âzk olması nedeniyle de 
AV —(VTAY (8.8) 
olduğu gösterilebilir. Şimdi de bir başka gelişigüzel vektör olan Y vektörünü ele alalım. Burada 
YTW—-—WY (8.9) 
özelliğine (skalar çarpımın yer değiştirme özelliği) dikkat çektikten ve W—AV olduğunu da hatırlat- 
tıktan sonra Denklem (8.8) 

YTAV - VTAY (8.10) 
olarak yazılabilir. Şimdide Y > X, ve V — X, gibi A'nın iki özvektörünü Denklem (8.10) da 
yerine koyarsak, 

XTAX, -XIAX, (8.11) 
elde edilir. Fakat 
AX, — AaXş (8.12) 
AX, —A,X, (8.13) 
olduklarından Denklem (8.11) 
AXE Xe > A XIX, (8.14) 


şeklinde de yazılabilir. XIX, < XIX, olduğundan dolayı Denklem (8.14) A, Ap olduğunu ima 
eder. Özdeğerler birbirlerine eşit olamayabileceklerinden bu eşitliğin sağlanabilmesi için, 


XIX, -0 


olmalıdır. Bu şartı sağlayan özvektörlere Ortogonal vektörler denir ve özvektörler de ortogo- 
naldırlar. Sonuç olarak herhangi bir gelişigüzel vektör, özdeğer vektörlerinin lineer kombinasyonu 


olarak yazılabilir. Yani, 
—o|Xı tojX3 toX3$... ten Xa (8.15) 
Bundan sonra özdeğerlerin bulunmaları için gerekli teknikleri incelemeye başlayabiliriz. 


8.2 POWER METODU 


Power Metodu matrislerin en büyük özdeğerinin bulunması için uygulanan bir metodtur, ve simetrik 
veya simetrik olmayan matrislere ayırım yapılmaksızın uygulanabilir. Bir simetrik matris için 
özdeğerlerden oluşan bir vektör Denklem (8.15) şeklinde yazılabileceği belirtilmiştir. Bu denklem- 
den hareketle AV çarpımını oluşturalım. 
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AV —c,AX; tojAXz teş AXŞ 4... se, AXn (8.16) 
Fakat AX, -)ıX,, AX,-),X2,..., AX, <A, Xp, vs., olduklarından Denklem (8.16), 
AV —chıXı $eph3X3 te) X3 $... Enda Xa (8.17) 
şeklinde de yazılabilir. Denklem (8.17)'yi tekrar A matrisiyle çarparsak, 
A(AV) — cı ATXı 4 023 X2 4 03Aİ XX 4... 4 en AZ Xa (8.18) 
elde edilir. Her bir çarpma işlemi sonunda özdeğerlerin kuvveti bir yukarı artacaktır. Diğer bir 
ül APV —oAPXı tep Xa koş Xs 4... ke ARK, (8.19) 


şeklinde bir genel ifade bulunur. Burada Aj'in maksimum özdeğer olduğunu varsayıp ve Denklem 
(8.19)'u A, parantezine alırsak, 


APV —)? fax tc () Xta(3E ) Xs*.. sa (e) x.) (8.20) 


şeklinde yazılabilir. Denklem (8.20) nin büyük p değerleri için cı X,'e yakınsayacağı aşikardır. 
Maksimum özdeğer ise, 
APtIV 5 


ifadesinden hesaplanabilir. Burada r iterasyon sayısını göstermektedir. 


Ar 2 im, r1(1)o0 (8.21) 


İkinci bir yol da yine iteratif bir yöntem olup bu yol için uygulanan algoritma en sık kul- 
lanılandır. Burada da gelişigüzel bir özvektör ile başlayıp her iterasyonda, 


A) we 
ii pda! R : r—1 


formülü gereğince maksimum özdeğer hesaplanır. Özdeğerin yakınsama kriteri ise, 
A) — ye) 
PO) | < 


ile kontrol edilir. Bu kriter her iterasyon aşaması için hesap edilmeli ve kriter sağlandığında da 
iterasyon işlemi durdurulmalıdır. 


Power metodu ile maksimum özdeğerin bulunması işlemini hızlandırmak için teklif edilen al- 


goritmalar mevcut olup yüksek mertebeden özdeğer problemlerinin çözümünde daha az bilgisayar 
zamanı ile sonuçlanmasından dolayı tercih edilir. 


Yukarıda parantez ile verilen operatör iki vektörün skalar çarpımıdır. Örneğin, boyu n olan X 
ve Y vektörleri X—İzı 27 ... znJ/ ve Y—İyı yp ... yaj7 olarak verilmiş olsunlar. Bu durumda, 
X ve Y vektörlerinin skalar çarpımı, 


(X,Y) —zıyı zey t... 4 nn 
şeklinde hesaplanır. 
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ÖRNEK 1. Aşağıda verilen matrisin maksimum özdeğerini Power metodu ile bulunuz. 


Çözüm: 


YOL-1: İlk önce maksimum özdeğere denk gelen öz vektöre bir tahminde bulunalım; yalnız bu 
tahmin vektörü sıfırdan farklı olmalıdır. Tahmin vektörünü ”1” alırsak, 


1 -3 21/1 0 0 
4 4 —-1)(1)>(7)514(05), a0 
6 3 5jlı 14 1 


bulunur. Yani çarpım sonunda elde edilen vektör en büyük elemanına bölünerek vektör normalize 
edilir. En büyük eleman da maksimum özdeğer için tahmin değerini verir. Dolayısiyle, özdeğer için 
ilk tahmin değerimiz 14 tür. Normalize edilmiş vektörü kullanarak benzer şekilde ikinci iterasyonda 


e 0 -0.5 —0.076923 
4 4 —1)(05)-( 1 | -65İ 0153846 |, A2 -65 
6 3 5 1 6.5 1 


A) — 5.9230 
NM) — 6.5974 
A) 7.1200 


ve sırasıyla, 


A(12) — 7.00159 


elde edilir. Bu iterasyon işlemi özdeğer yakınsayıncaya kadar tekrarlanırsa maksimum özdeğerin 7 
olduğu görülür. 


YOL-2 Bu algoritma yüksek mertebeden matrislerin maksimum özdeğerinin bulunması için 
kullanılır. Başlangıç tahmin değeri X(0)—(1J7 alınırsa, 


W — AX() -(0 7 14 
bulunur. Buradan (W, X(©)) -21 ve (X(0), X(0))—3 ten ilk iterasyon için tahmin değeri, 


g)  (W.X9 -2. 
A imi ül > 7 


bulunur. Bir sonraki iterasyona geçerken X(1)W— (0 7 14/7 alınarak devam edilir. Yeni W 


vektörü ise 
W — AXO) —(7 14 91)” 


bulunduktan sonra (W, X(1)) —1372, (X(), X() ) 245 değerleride kolayca hesaplanır. Dolayısıyla 
özdeğer için ikinci tahmin değeri, 


(0) 1372 
(2) ii W,X Rl 
A Mm Dap “ 5 
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Program 1. Vektörlerin normalizasyonu ile maksimum özdeğeri hesaplayan program. 


02 REM -- 1.CI YOL ILE MAKSIMUM OZDEGERI BULAN PROGRAM 
04 REN -- 

10 READ N,EPSI 

20 DIM A(N.N) ,X(N) WC) 

30 FOR Isi TO N: FOR Ji TO N: READ A(1,)): NEXT J,1I 
40 FOR Isi TO N: X(I)si: NEXT İİ 

50 OZDEG-0 

60 GOSUB 200 

70 OZDEGY»0 

80 FOR Isi TON 

90 IF (ABS(W(1))>0ZDEGY) THEN OZDEGY-ABS(W(1)) 

100 NEXT I 

110 HATAsABS( (OZDEGY-OZDEG) / OZDEGY ) 

120 IF (HATA<EPSI) THEN 160 

130 OZDEG-OZDEGY 

140 FOR Isi TO N: X(I)sW(1)/0ZDEGY: NEXT 1 

160 G0TO0 60 

160 PRINT "MAKSINUM OZDEGER»" ; 0ZDEGY 

170 END 

180 DATA 3,0.0001 

190 DATA 1,-3,2,4,4,-1,6,3,6 

200 REN -- MATRIS VE VEKTOR CARPININI HESAPLAYAN ALT PROGRAM 
210 FOR Isi TON 


220 o V(1)s0 

230 FOR Jsi TON 

240 WI) ÇI) SACI ,I)#X(D) 
250 NEXT J 

260 NEXT I 

300 RETURN 


ve diğer aşamalardaki özdeğer tahminleri, 
A9) x 5.8621 


A) 6.7259 
A6) — 7.0714 


X(12) x 7.00105 
olarak elde edilir. 


İlk iterasyonda maksimum özdeğer tam olarak bulunmuştu; fakat bu sonuç tamamen bir rast- 
lantıdan ibarettir. İşlemi daha baştan durdurmamız yalnış olurdu. 


Birinci ve ikinci yollar ile maksimum özdeğerleri hesaplayan programlar sırasıyla Program 1 ve 
Program 2 ile verilmektedirler. 
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Program 2. Genel Power algoritması ile maksimum özdeğeri hesaplayan program. 


02 REM -- 2.CI YOL ILE MAKSIMUN OZDEGERI BULAN PROGRAN 
04 REN -- 

10 READ N,EPSI 

20 DIN A(N,N) ,X(N) ,W(N) 

30 FOR Isi TO N: FOR Jsi TO N: READ A(I,J): NEXT J,I 
40 FOR Isi TO N: X(I)si: NEXT 

50 OZDEĞsi: KO 

60 GOSUB 200 

70 PAYDAsO: KeKei 

80 FOR Isi TO N: PAYDAsPAYDA#X(I)4#X(1): NEXT 1 

90 OZDEGYsPAY/PAYDA 

100 PRINT K;"CI ITERASYON ICIN OZDEGER TAHMINI"" ; 0ZDEGY 
110 HATAsABS( (OZDEGY-OZDEG) / OZDEGY ) 

120 IF (HATA<EPSI) THEN 160 

130 OZDEGsOZDEGY 

140 FOR Isi TO N: X(1)<W(1): NEXT İİ 

160 GO0TO 60 

160 PRINT:PRINT:PRINT "MAKSIMUM OZDEGER»" ; OZDEGY 

170 END 

180 DATA 3,0.0001 

190 DATA 1,-3,2,4,4,-1,6,3,5 

200 REM -- MATRIS VE VEKTOR CARPININI HESAPLAYAN ALT PROGRAM 


210 PAYs0 

220 FOR Isi TON 

280  V(1)s0 

240 FORJsiTON 

250 WI) ÇI) SACI, İ)4X(I) 
260 NEXT J 

270 O PAYsPAYAXCI)#WC(I) 

280 NEXT I 

300 RETURN 


Biz ayrıca Power metodunu en küçük özdeğerin bulunması işleminede uygulayabiliriz. Bunun 
için Denklem (8.1) ile verilen özdeğer problemini 
IX SAK (8.22) 


şeklinde yazarsak ve Denklem (8.22)'ye Power metodu uygulanırsa A-! matrisinin maksimum 
özdeğerini, yani 1/A'nın maksimum değerini, buluruz. 1/A'nın maksimum olması demek A'nın 
minimum olması anlamına gelir. 


8.3 BENZERLİK VE ORTOGONAL DÖNÜŞÜMLERİ 


Özdeğer ve özvektörlerin bulunmasında kullanılan metodlar Benzerlik ve Ortogonal Dönüşümlerdir. 
Bir A kare ve S ise aynı boyutta tekil olmayan kare matrislerini ele alalım. O zaman A matrisinin 
C matrisine benzerlik dönüşümü, 

C-SAS (8.23) 


8.4. JACOBİ METODU 147 


şeklinde olmaktadır. Şimdi de 


AX IX (8.24) 
özdeğer problemini ele alalım. Denklem (8.24)'ü S- ile çarparsak, 
S-İAX -1S-İX (8.25) 


elde edilir. Denklem (8.25)'in sağ tarafındaki S-IX terimine Z dersek, X—SZ şeklinde yazılabilir. 
Bu durumda Denklem (8.25), 
(S-1AS)Z AZ 

veya 

CZ -1Z (8.26) 
şekline yeni bir özdeğer problemine dönüştürülür. Burada A matrissel cebir işlemlerden etkilen- 
mediği için korunmuştur. Diğer bir değişle, Denklem (8.24) ve ce ile verilen özdeğer problemleri 
aynı özdeğerlere sahiptirler. Buradan şu sonuç çıkartılabilir: Bir benzerlik dönüşümü özdeğerleri 
korurken özvektörler korunmaz, değiştirilir. 


Şimdi de $S-1—S7 (yani, S nin ortogonal bir matris) olduğunu varsayalım. O zaman, 
D-O'AG (8.27) 


bir Ortogonal dönüşümdür. Ayrıca GAÇ” işlemi de bir ortogonal dönüşümdür. Bu özel durum 
hem matrisin simetriklik özelliğini hemde özdeğerleri korur. 


8.4 JACOBİ METODU 


Jacobi metodu bir simetrik matrisin bütün özdeğer ve özvektörlerin bulunması için kullanılan bir 
metodtur. En sık kullanılan metodlardan biri olan Jacobi metodunda amaç, bir seri ortogonal 
dönüşümler yardımıyla A matrisini köşegen matrise döniştürmektir. Bu durumda A matrisinin 
köşegen elemanları özdeğerleri verir. 


Eğer her aşamadaki ortogonal matrisi U ile gösterirsek ve öyle bir matris ararsak ki UT AU 
dönüşümü A matrisinin p.nci satır ve g.ncu sütunu ve simetriğini sıfır yapsın. Eğer bu U matrisi 
ancak Denklem (8.28) ile verilen formda seçilirse yukarıda bahsedilen işlem gerçekleşir. 


p 4 
1 
p c 8 
Üz 1 (8.28) 
g —8 c 


burada c ve s sabitler olup A matrisinin elemanlarına bağlıdır ve köşegen üstünde yer almayan 
elemanlar sıfırdır. (u,, Ve ügp, sırasıyla 8 ve —s olup yalnız bunlar sıfır değildir; u,p ve u,, İse c 


148 BÖLÜM 8. ÖZDEĞER VE ÖZVEKTÖRLER 


değerlerine sahiptirler.) Şimdi UT AU çarpımı yapılırsa U matrisi A matrisinin sadece p.nci satır 
ve g.ncu sütununu etkileyecektir. Dolayısiyle çarpım işlemi, 


GE) e) (e iz) dü 


şekline yazılabilir. Sonuç matrisin elemanlarının: 


Opp < Ö üyp t 8 yg — 2eüyg (8.30) 
Ayy < Ögg t 8gp t 2csüpg (8.31) 
Ayy > Gap > (E — 6) pg * cslüpp — Gşe) (8.32) 


oldukları görülür. Daha sonraki aşama ise c ve değerlerinin saptanmasıdır. Ortogonal dönüşümün 
karakteri olan UT U—I üzerine dikkatimizi toplarsak, buradan 


0481 


olması gerektiği sonucunu çıkarırız. e ve #'yi çözmek için bir diğer denklemidea,, - a4, - 0 
koşulundan elde ederiz. Fakat burada işlemlerde basitlik sağlamak bakımından 


cezsind ve 8zc0s4 


alırsak ve G3, 0 olacak şekilde 4'yı araştırırsak, 


c08 20094 4 7 sin 24(ayp — yy) <0 (8.33) 


tan20 - yz (8.34) 


elde edilir. Denklem (8.34)'ten #'yı bulmaktan ziyade bu açının trigonometrik değerlerini bulmak 


yeterli olacaktır. Sonuç olarak, 
yenile j1 el 
czc080 3138 (8.35) 
a. 00 
s sid — > m em (8.36) 


burada & — (4pp — 444)/2 ve 8 — | (a2, * a? olarak alınmıştır. 


Ortogonal dönüşümünden dolayı A matrisinin p.nci satır ve g.ncu sütunda bulunan diğer ele- 
manlarının nasıl değiştiğini şöyle verebiliriz. 


p.nci ve g.ncu satır (j # p veya g) 


! dilli ” 


öy < Büy 4 00gi 


veya 
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p.nci ve g.ncu sütun (4 #p veyag 


alg 5 Eti — sai 
Giy Bip İ Cüiş 


Özvektörleri bulmak için izlenilen strateji için ise birim matrise ayn birim matrisi R ve 
elemanlarınıda r;ş ile gösterirsek) aynı dönüşümün uygulanmasıyla elde edilir. Yani, 


p.nci sütün : Tip — Cry — 8fig 
g.ncu SÜtUN : fig Sör; Cr 


A matrisinin diğer bütün elemanları değişmez ve problem yakınsadığında R matrisi özvektörleri 
sütunlarda saklayan matris olarak karşımıza çıkar. 


Özdeğerleri hesaplama aşamaları ilk önce p ve g, yani sıfırlanacak satır ve sütunun (köşegen 
elemanı hariç) seçilmesiyle başlar. O satır ve sütundaki köşegen dışı elemanlar sıfırlandıktan 
sonra yeni p ve g seçilerek aynı işlemler tekrarlanır. Her aşamada matrisin elemanları yukarıda 
verilen ifadeler gereğince değişecektir. Malesef, yeni satır ve sütundaki köşegen dışı elemanlar 
sıfırlanırken daha önce sıfırlanmış elemanlar sıfırdan farklı olacaktır. Bunula beraber, işlem bitice 
matris, köşegen matrise dönüşmüş olacaktır fakat halen köşgen dışı elemanlar sıfır olmayıp sıfıra 
yakın sayılar olabileceklerdir. Bu nedenle köşegen dışı elemanları sıfıra yakın küçük sayılar olarak 
tutmak için etkili bir şekilde uygulanan metod'a Threshold Metodu denir. Bu metod ile köşegen 
dışı elemanların kareleri toplamı hesaplanır. Yani, 


ği 


#İ 


Bı > yen 
hesaplanır ki buna Threshold Değeri denir, ve köşegen dışı elemanların matrisi bir tarayışta bu 
değerden büyük veya eşit olanları yok edilir. Daha sonra yeni bir Threshold değeri u> — yı/n 
ifadesinden hesaplanır ve matris tekrar taranır. Bu işlem pg; < ey; oluncaya kadar gerektiği sayıda 
tekrarlanır. Bu işlemde sonunda köşegen dışı elemanların karelerinin toplamının €2v den küçük 
olmasını garantilenir. Burada e teğeri tipik olarak 10-$ veya daha küçük seçilir. 


Daha sonra, 


ÖRNEK 2. Aşağıda verilen sisteminin özdeğerlerini Jacobi metodu yardımıyla bulunuz. 


41015) 


Çözüm: Bu problemi çözmek için bu kısımda verilen alt programı kullanarak bir BASIC ana 
programı yazarsak, program aşağıdaki şekilde hazırlanabilir. 


Sonuç olarak, özdeğerlerin 2.618, 6.691612, ve 10.6956 oldukları görülür. Burada ara işlemler 
yapılmamasına rağmen öğrencinin ara işlemleri elle yapması (metodu daha iyi anlamak için) teşvik 
edilmektedir. 
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Program 3. Jacobi metodu ile özdeğer ve özvektörleri hesaplayan BASIC Alt Programı. 


100 REM -- JACOBI METODU ILE OZDEGER VE OZVEKTORLERIN HESABINI 


110 REN 
120 REN 


YAPAN ALT PROGRAM DIR. 


A » NXN'LIK OZDEGER VE OZVEKTORU ARZU EDİLEN MATRIS 


130 REM -- R - OZVEKTOR MATRISI 

140 REM -- RETURN'DEN SONRA A MATRISININ KOSEGENLERI 
150 REM -- OZDEGERLERI ICERMEKTEDİR. 

160 REM 


200 DI 


M R(N,N) ,B(N) ,ECN) ,D(N) 


210 VO0 


220 FO 
230 
240 
250 
260 


R isi TON 
FOR Jsi TON 
IF (1-J) THEN 260 
VOsVOKA(I,1)“2 
NEXT J 


270 NEXT I 
280 U-SGR(VO) /N 
290 UFsEPSI#U 


300 FO 
320 


R isi TON 
RCI,I)si 


380 NEXT I 
840 FOR Lsi TO N-i 


350 


610 


FOR MsL#i TON 
IF (ABS(A(L,N))<U) THEN 610 
Ps) : GN 


FOR Isi TON 
B(I)sA(P,1) 
D(I)sACI,P) 
E(I)sR(I,P) 
NEXT 1 
FsA(P,P) 
ALFAs0 .5*(A(P,P)-A(0,0)) 
BETAsSOR(A(P,0) “24ALFA”2) 
CsSaR(0.5*0.6#ABS(ALFA) /BETA) 
Sm-0.5#ALFA#A (P ,0) / (BETA#C#ABS(ALFA) ) 
FOR Jsi TON 
IF (JsP) THEN 530 
IF (3-0) THEN 530 
A(P,I)C#A(P,1)-S4A(0,1) 
A(G,1)S4B(J) *C#A(9,1) 
A(I,P)mC#A(I,P)-S#A(I,0) 
A(I,0)S4D(J) *C4#A(7,0) 
R(J,P)sG#R(J,P)-S4R(J,0) 
R(J,0)S#E(J) #CAR(J,0) 
NEXT J 
A(P,P)G“24A(P,P)4S“24A (0,0) -24C4S*A (P ,0) 
A(0,0)S5724F4C“2xA (0,0) #24C4SxA (P , 0) 
A(P,0)0: A(G,P)s0 
NEXT M 


620 NEXT L 
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670 IF (U<sUF) THEN 700 
680 UsU/N 

690 G0TO 340 

700 RETURN 


— mes 


10 READ N,EPSİ 

16 DIN A(N,N) 

20 FOR Isi TO N: FOR Ji TO N: READ A(I,J): NEXT J,I 
25 GOSUB 100 

30CLS: PRINT "OZDEGERLER" 

86 FOR Isi TO N: PRINT A(I,1); : NEXT I: PRINT : PRINT 
SOPMI  OZVEKTORLEA MATRISI" 

42 PRI "; PRINT 
45 FOR Tsi TOK FOR J-i TON: 

48 PRINT TAB((J-1)415*1) ;R(I,J); 

49 NEXT J: PRINT : NEXT 

50 END 

60 DATA 3,1.0E-6 

70 DATA 5,2,3,2,8,1,3,1,7 


8.5 AX—ABX PROBLEMİNİN CX—AX PROBLEMİNE 
İNDİRGENMESİ 


Bir çok özdeğer probleminin çözümünde problem standart AX—)AX şeklinde karşımıza çıkmaz. 
Problem daha ziyade, 
AX -)1BX (8.37) 


şeklinde karşımıza çıkar. Burada A ve B aynı boyutta olan simetrik matrislerdir. B matrisi de 
genellikle köşegen matristir. Bu problemi çözmek için standart özdeğer problemine dönüştürmemiz 
gereklidir. Denklem (8.37) den hareketle ilk bakışta, 


B-'AX -AX (8.38) 
veya 
CX —AX 


yazmamız mümkündür. Fakat B-!A matrisi A ve B'nin simetrik olmaları durumunda bile simetrik 
olmayacaktır. C matrisinin simetrik olması arzu edildiğinden değişik bir yol izleme gereği vardır. 
Bunun için B matrisi eğer Pozitif Belirli bir matris ise, B matrisi bir alt üçgensel matris ile aynı alt 
üçgensel matrisin transpozunun çarpımı şeklinde yazılabilir. 


B-LU (8.39) 


Pogitif belirli matrisin birkaç tanımı yapılabilir olmasına rağmen, biz burada bir pozitif belirli 
matrisin bütün özdeğerlerinin pozitif olması gerektiğini söylemekle yetineceğiz. Bunu tesbit etmek 
için matrisin köşegeni üstündeki elemanların pozitif olmaları gerekir. 


Şimdi Denklem (8.39) şeklinde parçalanan B matrisi yardımıyla Denklem (8.37)'yi L- ile 
çarparsak 
L'AX —AL-'BX — AL-(LL7)X — OLTX (8.40) 
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elde ederiz. Ayrıca (L-1)7 — (LT)-! özelliğini hatırlatıp (L-1)7 matrisini L-7” olarak gösterirsek, 


LİAX -L-A(LİLİ)X (8.41) 
şekilinde yazabiliriz; çünkü L”7L7 — I dır. Denklem (8.41) ile Denklem (8.40) birleştirilirse, 
(LMAL-TYLTX) <ALTX (8.42) 


elde ederiz. Dikkat edilecek olursa L-! AL-7 matrisinin orijinal problem ile aynı özdeğerlere sahip 
ve simetrik bir matris olduğu görülecektir. Z—LT'X tanımlarsak, 


CZ-1Z 
problemi arzu edilen form da elde etmiş oluruz. Özvektörler de 
X-L-7Z (8.43) 


ifadesinden hesaplanırlar. 


Bu kısımda bahsedilen L matrisinin bulunması için uygulanan yönteme Choleski Parçalama 
yöntemi adı verilir. Eğer B ve L matrislerinin elemanlarını sırasıyla di; ve bi; olarak alırsak, 
Choleski parçalama işlemi aşağıdaki şekilde yapılır. Diğer bir değişle Algoritma: 


1. A ve B matrislerinin elemanlarını temin edilir. 
£. Öncel Ybr ifadesinden hesaplanır. 
8. i -2(1)n'e kadar 4-6 aşamalar tekrarlanır. 
4.j21(1)(6 — 1)'e kadar 

j-i 

biğ > (diş — > Gelik) İliş 
İ 
hesaplanır. 

5. Köşegen elemanları İş; — (6; — Y'42) 18.)/2 formülünden hesaplanır. 


6. Üst üçgensel elemanlar 4;-,,; - 0, j —i(1)n şeklinde sıfırlanır. 


Ayrıca L matrisinin tersine de ihtiyacımız olduğundan, matrisin doğrudan tersini veren bir 
başka algoritma şöyle veriliyor. (Burada L-? matrisinin elemanları iğ şeklinde gösterilmektedir.) 


1. Içilı > 1 ifadesinden 17! — 1/111'i hesaplanır. 
2. i -2(1)n'e kadar 3-4 aşamaları tekrarlanır. 

8. ii li 

4. Bu aşamayı j — (i — 1)(—1)1'e kadar 


i 
iğ x—-X Geleli; 
kl 


formülü gereğince ters matrisin diğer elemanları hesaplanır. 
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Program 5. Choleski parçalama, L matrisinin tersini hesaplama ve C matrisini oluşturma 
aşamalarını yapan BASIC Alt Programı. 


100 REN -- CHOLESKI PARCALAMA METODU ILE (B) MATRISINI 

110 REM -- (L)J(L) (trans) SEKLİNDE PARCALAMA VE (L) MATRISININ 
120 REM -- TERSINI HESAPLAYIP (C) MATRISINI KURAN PROGRAM. 
130 REN -- 

135 DIM L(N,N) ,LL(N,N) 

140 L(1,1)SOR(B(1,1)) 

160 FOR 1-2 TON 

160 FOR Ji TO (1-1) 


170 TOPL»O 

180 FOR Kesi TO (J-1) 

190 TOPL*TOPL*L(I,K)#L(J,K) 
200 NEXT K 

210 L(I,J)(BCI,1)-TOPL) /L(J,1) 
220 NEXT J 

280 TOPL»O 

240 FOR Kesi TO (1-1) 

250 TOPL*TOPL*L(I ,K)“2 

260 NEXT K 


270 L(I,1)SGR(B(I, J)-TOPL) 
280 FOR JsI TON 


290 L(1-1,0)0 
300 NEXT J 
310 NEXT I 


320 REM -- (LJ MATRISININ TERSINI BULMA ISLEMI |(LL)s(1)“(<1) 
330 LL(1,1)1/L(1,1) 

340 FOR 12 TON 

360 LL(I,1)s1/L(I,D) 

360 FOR J-(1-1) TO 1 STEP (-1) 


370 TOPL»O 

380 FOR Ks(J41) TOT 

390 TOPLsTOPL*ALL(I ,K)4#L(K,3) 
400 NEXT K 

410 LL(I,3)-TOPL/L(J,7) 

420 NEXT J 

480 NEXT 1 

440 REN -- (GC) NATRISINI HAZIRLAMA ISLENI 
460 GOSUB 600 


465 REM -(L) TERS MATRISININ TRANSPOZUNU (A) 'YA VE (C)'YI (L)'YE ATA. 
470 FOR Isi TON 

480 FOR Ji TON 

490 O A(I,7)0: ACI ,I)sLL(J,1) 

500 NEXT J,I 

510 FOR Isi TON 

520 FOR J-i TON 

530 LL(I,1)6(I,)) 

540 NEXT J,I 

650 GOSUB 600 

560 REM -- (GC) MATRISI OLUSTURULDU. (C)s(LL) (A) (LLJ*T 
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570 RETURN 

600 REM -- MATRIS CARPMA ISLEMI YAPAN ALT PROGRAN 
610 REM -- 

620 FOR Isi TON 

680 FOR Ji TON 

640 C(I,3)0 

650 FOR Ksi TON 

660 G(I,I)C(I,I)4LL(I ,K)#A(K,I) 
670 NEXT K 

690 NEXT J,I 

700 RETURN 


ÖRNEK 3. Aşağıda verilen özdeğer problemini standart forma, Choleski parçalama metodunu 
uygulayarak dönüştürünüz ve sistemin özdeğer ile özvektörlerini bulunuz. 


4:)(0)06196) 


Çözüm: İlk önce B matrisini Choleski metodu ile parçalayalım. Choleski parçalama metodu 
için verilen algoritmayı takip edersek, 


hı s Vb > V8 2828427 


0 
İz — (bzı — Y  İzelik) faa > özi faa — 1/2.828427 — 0.3535634 
kzi 


1 
İz - be - 2 dy— baz — İı — V6— 10.3535534)? — 2.423840 
zl 
o 
Isı (bs — 24 İsklık) > dsı Jı > 3/2.828427 — 1.060660 
—I 


itilir Yel iğ - Bra) 
1 
— (4 — (1.060660)(0.3535534))/2.423840-— 1.495561 


2 
İs E -Y ER, vbs —E,—I8, VA — (1.06066)7 — (1.495561)7 — 0.7989374 
kzı 


Böylece, alt üçgensel matris oluşturulmuş olur. L matrisi, 
2.828427 0 0 
L— | 0.3535534 2.423840 0 
1.060660 1.495561 0.7989374 


olarak yazılabilir. Şimdi de L”! matrisini direkt olarak bu kez de matris tersini bulmak için verilen 
algoritmayı kullanarak hesaplayacak olursak, 


il Uly, — 12.828427 — 0.3535534 
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-ıl 
— - — 21. - 0. 
işi 5 DE zi lk İİ 0.051571 
IŞİ — 1 las — 10.7089374 — 1.251663 
-—işli —(1.251663)(1.49556 
ii > eli Sille > 2. ml eee) BN —0.7723027 
--7— Şi —lağ ii — İşgilez 
2> 3k na > SEE 
—(<0. 7723021)(0. 3535534) — ( .261663)(1. 060660) 
— 585847 —0.3728357 
Buradan da, 
0.3535534 0 0 
L—*—j( -—0.051571 O 0.4125684 0 
—0.3728357 —0.7723027 1.251663 
C matrisi, 


sisteminin özdeğerlerinin A, 11.2511, A, - 1.116762, ve A, -0.4987417, ve özvektörlerin de, 


—0.0735353 0.7174467 
21 | —0.20094821), Z3-)( 0.6696962), Z5— 


İZİ — 1g — 1/2.423840 — 0.4125684 


—(0.4125684)(0.3535534 


0.874995 o 0.4568279 —0.6873331 
C-LAL-—| 04558280 1.210105 —2.031250 
—0.6873331 —2.031250 (10.78151 


olarak bulunur. Artık C matrisi simetrik olduğundan normal Jacobi metodu uygulanarak CZ—)Z 


0.9768379 0.1917738 


—0.6927215 
0.7149313 
0.0949232 


| 


oldukları gösterilebilir. Yalnız problemde verilen sistemin özvektörlerini bulmak için X, — L-7Z; 
çarpımının yapılması gerekir. 


Program 6. C matrisini hesaplamak için hazırlanan BASIC programı örneği. 


10 READ N 


20 DIM A(N,N) ,C(N,N) ,B(N,N) 


80 FOR Isi TO N: FOR Ji TO N: READ A(I,J): NEXT 
40 FOR Isi TO N: FOR Jsi TO N: READ B(I,J): NEXT 


bm 
Li ni 


50 GOSUB 100 

60 FOR Isi TON: FOR Jsi TON 
62 PRINT TAB((J-1)416*1) ;6(1,J); 
64 NEXT J,I 


70 END 


76 DATA 3 


80 DATA 7,4,3,4,8,2,3,2,6,8,1,3,1,6,4,3,4,4 
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8.6 HOUSEHOLDER METODU 


Jacobi metodunda köşegen olmayan elemanların sıfırlandığı ve tekrarlı aşamalarda daha önce 
sıfırlanan elemanların sıfırdan farklı değerler aldığından bahsetmiştik. Şimdi bahsedeceğimiz metod 
ile matris, üç köşegenli matrise dönüştürülecek ve dönüşüm işlemi yapılırken sıfırlanan elemanlar 
sıfır olarak kalacaklardır. 


Metodu açıklamak için öncelikle 4 x #lik bir sistem ele alam. 


&sı 432 433 (34 


Gy 412 4ış 414 
Az 21 022 423 G24 (8.44) 
G4ı 042 043 044 


Şimdi öyle bir ortogonal matris T, oluşturmak istiyoruz ki 


Gl Giz 0 O 
vE) tas 
0 a), ak, 04, 
şeklinde yeni bir matris elde edelim. Bu T, matrisinin genel form'u 
10 00 
Tı-İb p (8.46) 
0 


şeklinde olup P 3 x 3'lük bir simetrik ortogonal matristir. Genel form'u verilen bu matris çarpma 
işleminde denenecek olursa Denklem (8.45)'i sağladığı görülecektir. T,A çarpımını göz önüne 


aldığımızda çarpım matrisinin 
()(E)-(8) 
P âsı || 0 (8.47) 
â41ı 0 


olması (sıfırlama için gerekli olduğundan dolayı) gerekir. Burada 


21 v ağ, kağ, taj, 5 (8.48) 


tanımlanırsa uygun P matrisinin elemanları, 


UU7 
ifadesinden bulunurlar. Burada U vektörü 
âzı #5 
U — â31 (8.50) 
441 


olarak tanımlanmıştır. Denklem (8.49) ve (8.50) de kullanılan * işareti içeren terimlerde o terimi 
maksimum yapan işaret kullanılır. 
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Bir sonraki aşama ikinci satır ve sütünda sıfırlama işlemi yapmaktır. Bu da yine ortogonal 
matrisin oluşturulmasıyla gerçekleştirilir. Bu ortogonal matrise de T> dersek, matris 


10 0 0 
oi e » 
0 0 


şeklinde olmalıdır. Bu P alt matris te aynı şekilde oluşturulur; yalnız, matrisin boyutu küçülmüştür. 
Daha yüksek mertebeden matrisler de işlemler üç köşegenli matris oluşuna kadar devam ettirilir. 


Bu metod için verilen algoritma: 

1. A matrisini temin edilir. 

£. k -1(1)(n — 2)'ye kadar 8-11 aşamaları tekrarlanır. 
3. mk aldıktan sonra 


ifadesi hesaplanır. 
4. (8.)ncü aşamada hesaplanan b den hareketle S — 6 hesaplanır. 
5. Eğer amk * S| > amk — 5) ise, 
Um ZSümk tS ve d:5? $amkS 


değil ise, 
üm ZSümk—-S ve d-5?—amkS 


şeklinde U vektörünün ilk elemanı hesaplanır. 
6. Vektörün diğer elemanları (i — (m 4 1)(1)n'e kadar) wi — ix ifadesinden hesaplanırlar. 
7. Ortogonal 'T matrisini oluşturmak için / — m(1)n'e kadar İş; — tı; — O alınır. 


8. tşk — 1 yapıldıktan sonra P matrisi hazırlanır. Bu işlem dei — m(1)(n) ve j — m(i)m'e 
kadar 9.ncu aşamanın tekrarlanırlanması ile gerçekleştirilir. 


9. Eğeri -jisee 1 değil ise e -0 alınıp P matrisi, T matrisinin içindeki herhangi bir i,7 
için elemanları dü 
formülünden hesaplanır. 

10. T matrisi hazırlanmış olup TA çarpım matrisini geçici olarak C gibi bir matriste saklanır. 


C-TA 


11. Son olarak CT çarpımı yapılarak TAT matrisi hazırlanır. 
18. Eğer k <n—32ise, o zaman 2.nci aşamaya gidilerek aşamalar tekrarlanır. 


Householder metodu bir ara işlem olup, üç köşegenli sonuç matristen özdeğerlerin hesabı için 
ayrıca başka bir metod gereklidir. 
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542 3 
Ni 2 
A- 1 


wn 
vw 

pi 
-——.—w 
pe 


3 
Çözüm: P matrisini oluşturmak için 5'in değerini bilmemiz gerekir. 
a3, tağ, ta ız V212 4132 — 5.385165 


Şimdi de U vektörünü oluşturalım. 


4 45.385165 9.385165 
U— 2 — 2 
3 3 


P matrisini oluşturmak için UUT matrisini kurmak gerekir. O halde, 


9.385165 
UU7 - 2 (9.385165 2 3) 
3 


88.08131 18.77033 28.15549 
— | 18.77033 4 6 
28.165549 6 9 


Oysa P matrisi, 
öğ uu” 
si t 4215 
ile verilmektedir. Bu ifade de yer alan 52 4 a2, S miktarını hesapladıktan sonra (52 * 42,5 — 
29 4 4/6.385165) — 50.54066), böylece P matrisi, 


Ç 0 | 1 GE 18.770383 uW 


. 18.77033 | 4 6 
50.04066 | 2815549 o 6 9 


—0.3713907 0.9208558 —0.1187167 
—0.557086 —0.1187167 0.8219255 


olarak bulunur. Artık T, AT, matrisini hesaplamaya hazırız. Çarpma işlemleri yapıldıktan sonra, 


5 —-5.3851 0 0 
T, Ap, - | -53851 13.565172 —1.870261 —2.165458 
tani 0 —1.870261 77.672155 —1.820511 
0 -2.155458 —1.820511 9.776121 


matrisi elde edilir. Daha sonra 2x2 lik P matrisini kurmak için işlemler tekrarlanır. S ve S2 —aş35 
miktarlarının değerleri sırasıyla 2.853748 ve 13.48114 tür. U vektörü ise, 


ye ( <412401 
“| -2.155458 


| Söze —0.3713907 ar) 
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olmakta ve sonuç olarak ikinci mertebeden P matrisi benzer şekilde Denklem (8.49) aracılığıyla, 


p - ( -0.65537 —0.766308 
— | -0.765308 ( 0.65537 


olarak bulunmaktadır. Son olarak Tg AT; matris çarpımı gerçekleştirilirse arzu edilen üç köşegenli 
matris bulunur. 


5 —-5.3851 0 0 

T,AT, — | -5-3851 13.560172 2.853748 0 
hünel 0 2.853748 o 7.672155 —1.298133 
0 0 —1.298133 (9.776121 


8.7 OL ALGORİTMASI 


OL algoritması Householder metodunun ürünü olan simetrik üç köşegenli matrisin özdeğerlerinin 
hesaplanmasında kullanılan bir metodtur. Matris bir ortogonal, O, matrisi ile bir alt üçgensel, L, 
matrisine parçalanması esasına dayanır. Yani, 


A, -Oıkı (8.52) 


Burada A, orijinal matris iken daha yüksek indisli matris notasyonları orijinal matrisin değiştirilmiş 
hallerini ifade etmektedir. Bu parçalama işlemi: 


Az -LıGı - 07'A, - GTAG, (8.53) 


şeklinde gerçekleşir. Bu işlem ile A matrisinin öz değerleri korunmaktadır. Uygulanan algoritma 
da matrisler 
Aş— nis Ol; (8.54) 


Ajşı > L;Gj (8.55) 
şeklinde değiştirilirler. Burada A; matrisi üç köşegenli bir matris olup Denklem (8.56) ile verilen 


form'da olmalıdır. 
) ga) 
di) gi) e 
Aş- $ 


(8.56) 


dd, 
Simetriden dolayı matrisin sadece e; ve d; değerlerine ihtiyaç vardır. Bunu da belirttikten sonra 
OL algoritması: 


1. e, d vektörleri ile e yakınsama kriteri temin edilir. 

2. en z0 ve ( <0 alınır. 

3. 1 1(1)n'e kadar aşağıdaki aşamalar tekrarlanır. 

4. h > elldı| * Jeil) hesaplandıktan sonra eğer h > b ise b — h alınır; değil ise b nin değeri 
değiştirilmez. 
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5. m —I(1)n döngüsü içinde Jem| < 6 kararı araştırılır. Eğer ifade sağlanıyorsa £ — m olur. 
6. Eğer k —l ise işlem 15.nci aşamaya gönderilir. 

7. pldışı —dı)/(2eı) ver < YP? *İ değerleri hesaplanır. 

8. Eğer p < 0 ise p — —p alınarak, p pozitif yapılır. 

9.ndı * elp—r) formülünden n hesaplanır. 

10. i <I(1)n döngüsü içinde d; — d; — n değerleri hesaplanır. 


İl fsfinmsk,pzdm,61, 8 —0 değerlerini başlangıç olarak alıp i-(m— 1)(—1)l 
döngüsü içinde /£.nci aşamada verilen formüller hesaplanır. 


18. Sırasıyla hesaplanacak değerler: 


ETİ 


hep 
Giy < 8r 
ezpjr 
8 —ejr 
psod—sg 
dişı <h“aleg*t adı) 


18. En son eş ve dı değerleri ise e; - ep ve dı — cp ifadelerinden hesaplanır. 

14. Eğer Je) > b ise işlem 7.nci aşamaya gönderilir. 

15.pdı * f hesaplanır. 

16. dı — p alındıktan sonra eğer / < n ise işlem / — n oluncaya kadar 3-15 arasında döndürülür. 


Householde metodu ile OL algoritmasının beraber kullanılması gerektiğinden her iki metodu 
içeren BASIC alt programı Program 7 ile verilmektedir. 


Eğer özdeğerleri arzu edilen matris üç köşegenli bir simetrik matris ise, o zaman Householder 
metoduna gerek yoktur ve dogrudan OL algoritması uygulanarak matrisin özdeğerleri bulunabilir. 
Ve bir çok mühendislik problemlerinde ortaya çıkan karakteristik değer problemleri de üç köşegenli 
matrislerden oluşan özdeğer problemleridir. 


Simetri durumu ise karakteristik değer probleminde sınır şartlarına bağlıdır. Sınır şartlarında 
problemin çözümü biliniyor ise (fonksiyon değerlerinin sınırda bilinmesi hali), o zaman sonuçlanan 
üç köşegenli matris simetrik olur. Bu problemlerin çözümü de genellikle Denklem (8.58) ile elde 
edilebilir. Karışık sınır şartı durumunda matris simetrik değildir. 
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Program 7. Householder metodu ve OL algoritmasını içeren BASIC Alt Programları. 


100 REM -- HOUSEHOLDER METODU ILE (A) MATRISININ UC KOSEGENLI 
110 REM -- (A) MATRISINE DONUSTURULMESİ ISLENINI YAPAN 
120 REM -- ALT PROGRAMDIR. 
180 REN -- ALT PROGRAM'A GIRIS TE (A) MATRISI N.CI MERTEBEDEN 
140 REN -- BIR NATRIS IKEN CIKISTA UC KOSEGENLI SIMETRIK BIR 
150 REM -- MATRISTIR. (C) MATRISI CARPINDA KULLANILAN GECICI 
160 REN -- AYNI BOYUTTA BIR MATRISTIR. 
170 REN 
190 DIN C(N,N) ,U(N) 
FOR K-i TO N-2 
Mek*1 
B-0 
FOR IsM TON 
B-B*A(I,K)72 
NEXT I 
S-SOR(B) 
PisABS(A(M,K) 4S) 
P2ABS(A(N,K) -S) 
IF (Pi>sP2) THEN 330 
UM) sA(M,K)-S 
D-S*S-A(N,K)4S 
GOTO 350 
UM) sA(M,K)4S 
D-S*S*A (M,K)4S 
FOR Is(M*1) TON 
UCI) sACI,K) 
NEXT I 
FOR LsM TON 
T(K,L)s0 : T(L,K)m0 


sesasasn Ez SE SSYEŞNEŞ 


Da 
“ 
© 
— 
m 
— 
.. 
ti 
“, 


TCI,I)0 

IF (1«J) THEN Esi ELSE EO 
TI, İsE-U(I)#U(1) 7D 

J 


55888 


I 

Isi TON 

FOR Jsi TON 

G(I,1)s0 

FOR LLsi TON 
G(I,3)6(1I,3)4T(I,LL)#A(LL,J) 
LL 


itilir 


540 NEXT J 

550 NEXT İİ 

560 FOR Isi TON 
570 FOR Jsi TON 
580 A(I,7)0 
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590 FOR Lisi TON 
600 AÇI, I)sAÇI,3)4C(1,LL)#T(LL,3) 
610 NEXT LL 
620 NEXT J 
630 NEXT 1 
640 NEXT K 
650 RETURN 
700 REM -- GL MTODU ILE OZDEGERIN HESABINI YAPAN ALT PROGRANDIR 
720 REM -- ALT PROGRAMA GIRISTE (D) UC KOSEGENLI MATRISIN KOSEGEN 
730 REM -- USTUNDEKI ELEMANLARI CIKISTA ISE UC KOSEGENLI MATRISIN 
740 REM -- OZDEGERLERINİ TASIMAKTADIR. (E) VEKTORU ISE KOSEGENİN 
750 REM -- ALT VEYA UST KOSEGEN ELEMANLARI OLMAKTADIR. 
760 REN 
770 REM -- DIM D(N) ,E(N)s BU DEYIM'I ANA PROGRAMA KOYUNUZ 
800 REN 
810 Bs0 
820 E(N)0 
830 Fs0 
840 FOR L»i TON 
850 HsEPS1I4 (ABS(D(L)) #ABS(E(L) )) 
860 IF (B<H) THEN B»H 
870 FOR NsL TON 
880 IF (ABS(E(M)) <sB) THEN KM 
890 M 
900 IF (KsL) THEN 1130 
910 PmO .54(D(L*1)-D(L)) /E(L) 
920 RsSOR(P*P*1) 
930 IF (P<0) THEN Ps-P 
940 ETAsD(L) *E(L)#(P-R) 
950 FOR IsL TO N 
960 D(I)sD(1I) -ETA 
970 NEXT 1 
980 FsFsETA 
990 MK : PeD(M) : Csi : S0 
1000 FOR Is(M-1) TO L STEP (1) 
1010 ReSOR(P#P4E(1)*2) 
1020 GCtE(1) 
1030 ECP 
1040 E(141)S4R 
1060 CaP/R 
1060 SsE(1) /R 
1070 PsCtD(1) -S4G 
1080 D(141) a eS# (C4G*S4D(1)) 
1090 NEXT 1 
1100 E(L)»S#P 
1110 D(L)sC#P 
1120 IF (ABS(E(L))>B) THEN 910 
1180 PsD(L)4F 
1140 D(L)sP 
1150 NEXT L 
1160 RETURN 
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ÖRNEK 5. Aşağıdaki şekilde verilen matrisi Householder metodu ile üç köşegenli matrise 
dönüştürdükten sonra OL algoritmasını kullanarak özdeğerleri bir BASIC programı yardımıyla 
bulunuz. 


DR ini 
MUA W ON 
— 
VEM Www 
li 

— 
aüee 
EXE 


Çözüm: Hem Householder metodu hemde OL algoritması için BASIC alt programları Pro- 
gram 7 de verildiklerine göre, bu alt programları kullanan bir ana programın yazılması yeterli 
olacaktır. Olası bir ana program Program 8 ile verilmektedir. 


Program 8. Örnek 5 ile verilen problem için hazırlanan BASIC Ana Program örneği. 


10 READ N,EPSI 

16 DIN A(N,N) ,E(N) ,D(N) 
20 FOR Isi TO N: FOR Jsi TO N: READ A(I,J): NEXT J,1I: CLS 

26 GOSUB 100 

30 PRINT TAB(5);" HOUSEHOLDER MATRISI" 

35 PRINT: FOR Isi TO N: FOR Jsi TON 

38 IF( ABS(A(1,1))<1.E-4) THEN A(1,7)0 

40 PRINT TAB((J-1)41241) ;A(I,J); 

465 NEXT J: PRINT : NEXT I 

50 FOR Isi TO N: D(I)sA(I,I): NEXT I 

55 FOR Isi TO N-i: E(I)sA(I,1*1): NEXT I 

60 GOSUB 700 

65 PRINT: PRINT: PRINT TAB(5);"O0 ZDEGERLER ": PRINT: PRINT 
70 FOR Isi TO N: PRINT TAB(9):D(I) : NEXT 

75 END 

80 DATA 6,1.E-5 

85 DATA 11,2,3,1,4,2,2,9,3 3,3, 
90 DATA 1,5,4,12,4,3,4,2,3,4,17,5,2,1, 


Programın çalıştırılması sonunda dönüştürülmüş matris: 


1 —5.830952 0 0 0 0 
—5.830952 24 5.582117 0 0 0 

0 65.582117 8.823442 2.950457 0 0 

0 0 2.950457 930645 —2.17529 0 

0 0 0 —2.17529 11.62886 2.304696 

0 0 0 0 2.304696 6.917714 


ve özdeğerler de A — 4.463625, Az — 5.988849, Ag — 8.711944, A, — 10.97672, Aş — 13.86751, ve 
Aş > 27.99134 olarak bulunurlar. 


164 BÖLÜM 8. ÖZDEĞER VE ÖZVEKTÖRLER 


8.3 KARAKTERİSTİK POLİNOMUN BULUNMASI 


Şu ana kadar simetrik matrislerin özdeğerlerinin karakteristik polinoma gerek kalmadan bulun- 
masını içeren yöntemleri inceledik. Fakat, eğer, özdeğer probleminde matris simetrik değilse, o za- 
man ne olacak? Bu bölümde bahsedilen metodların hiç biri simetrik olmayan özdeğer problemlerine 
doğrudan uygulanamazlar. Simetrik olmayan problemler için de metodlar geliştirilmiş olunmasına 
rağmen, biz bu metodlara bu bölüm de değinmeyeceğiz. Fakat nispeten düşük mertebeden ma- 
trislerin oluşturduğu özdeğer problemlerinin karakteristik polinomunun katsayılarının hesabında 
kullanılan bir metoda değineceğiz. Leverrier-Faddeev olarak anılan bu metod hem simetrik hem de 
simetrik olmayan fakat AX— AX şeklinde verilen bütün özdeğer problemlerine uygulanabilir. Bu 
metodun bir başka avantajıda özdeğerlerin kompleks olmaları halinde bile karakteristik polinom 
bilindiğinden karakteristik polinomun yardımıyla kompleks özdeğerlerin de saptanabilmesidir. 


n.nci mertebeden bir matrisin karakteristik denklemi 
APA PAN? 4. Pp A 4 Pp <0 (8.57) 


şeklinde olsun. Bu durumda P”'lerin saptanmasında kullanılan algoritma aşağıdaki şekilde ver- 
ilmektedir. 


1. A matrisi temin edilir. 

2. A, A ve A,zA şeklinde iki yeni matris oluşturulur. 

8. 1 1(1)n döngüsü içinde 4-7 aşamalar tekrarlanır. 

4. Aşağıdaki formül gereğince karakteristik polinomun /.nci katsayısı hesaplanır. 


P,- >) 


burada (44)p, Ap matrisinin köşegen üstündeki elemanlarını ifade etmektedir. 
5. Aş matrisi A, < A, — Pjl şeklinde yeniden düzenlenir. 
6. Yeni, A, matrisi, 
An AA 
çarpımı sonunda elde edilir. 
7. An matrisi, Aş matrisine atandıktan sonra (Aş - A,) işlem $.ncü aşamaya gönderilir. 
8. Katsayılar bulunduktan sonra işaretleri değiştirilir. Yani, : — 1(1)n'e kadar P; — —P) alınır. 


Bu algoritma nispeten düşük dereceli matrislerin özdeğerlerinin hesaplanmasında kullanılabilir. 
Yüksek dereceli matrisler için fazla işlem gerektireceğinden ve polinomun katsayıları ile köklerini 
hesaplarken yuvarlama hatalarının fazlalaşması ihtimalinden dolayı tercih edilmemelidir. Fakat, üç 
köşegenli matrisler için sıfırlarla işlem yapmayacak şekilde hazırlanan bir programın faydası olabilir. 


Burada verilen algoritma esas alınarak ve daha önce polinomun köklerinin hesaplanması için 
verilen Bairstow metoduna ait alt programıda birleştirerek hem karakteristik polinomu bulan hem 
de polinomun köklerini hesaplayan bir BASIC alt programı, Program 9 ile verilmektedir. 
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Program 9. Karakteristik polinomun katsayılarını hesaplayıp polinomun özdeğerlerini bulan 
BASIC Alt Programları. 


100 REM -- N.CI MERTEBEDEN BIR MATRISIN KARAKTERİSTİK 
110 REM -- POLINOMUNUN KATSAYILARINI HESAPLAYAN 

120 REN -- ALT PROGRAMDIR. 

130 REN -- 

140 DIM AN(N,N) ,AB(N,N) ,P(N) 

150 FOR Isi TON 

160 FOR Ji TON 


170 ANCI,J)sA(I,I) 
180 AB(I,J)A(I,J) 

190 NEXT J 

200 NEXT I 

210 FOR Lsi TON 

220 P(L)0 

230 FOR Isi TON 

240 P(L)P(L)#ANCÇI,1) 
250 NEXT 1 


260 P(L)sP(L)/L 
270 FOR Isi TON 


280 AB(I,1)AB(I,1)-P(L) 

290 NEXT 1 

300 FOR Isi TON 

310 FOR J-i TON 

320 AN(1,3)0 

330 FOR Ksi TON 

340 ANCI ,J)sANÇI,I)#A(I ,K)#AB(K, 1) 
350 NEXT K 

360 NEXT J 

370 NEXT I 

380 FOR Isi TON 

390 FOR Jsi TON 

400 AB(I,J)sAN(I,3) 

410 NEXT J 

420 NEXT 1 

430 NEXT L 

440 FOR Isi TO N: P(1)s-P(1): NEXTİ 
460 RETURN 

460 REM -- 


470 REM -- BAIRSTOY METODU ILE KAREKTERISTIK POLINOMUN 
480 REM -- KOKLERINI HESAPLAYAN ALT PROGRAM. 
490 REM -- 

500 Ps0 : (0-0 : EPS»0.00001 

520 B(i)sPP(1)-P 

580 B(2)PP(2)-P4B(1)-0 

540 FOR 1-3 TON 

560 B(I)PP(1)-P4B(1-1) -09#B(1-2) 

560 NEXT I 

575 C(0)s1 

580 C(1)»B(1)-P 
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C(2)B(2)-P4G(1)-0 
FOR 1-3 TO N-i 
C(1)B(1)-P#C(1-1) -0*6(1-2) 
NEXT 1 
C(N-1)C(N-1)-B(N-1) 
DELPs (B(N-1)4C(N-2) -B(N)4C(N-3)) / (C(N-2)72-C(N-1)4C(N-3)) 
DELO (B(N) #C(N-2) -B(N-1)4C(N-1)) /(C(N-2)2-C(N-1)46(N-3)) 
PsP4DELP 
0-0*DELO 
CEKsABS(DELP) *ABS (DELO) 
IF (CHK<i.E-6) THEN 710 ELSE 520 
RETURN 
IF (Ns2) THEN 714 ELSE 720 
PsPP(1): OsPP(2) 
DELTAZP*P-4*0 


IF (DELTA<O) THEN 800 

DELTAsSOR (DELTA) 

Xim0.54(-P#DELTA) : X250.54(-P-DELTA) 
PRINT 


PRINT "Xs9.X1 ; PRINT "Xs"X2 


RETURN 

DELTA-SOR(-DELTA) 
REs-0.5*P : IMs0.6*DELTA 
PRINT 

PRINT "Xa" RE: 949 IM;» ji“ 
PRINT *Xa“:RE:5-9 IN,” ij“ 
RETURN 


ÖRNEK 6. Aşağıdaki matrisin karakteristik polinomunun katsayılarını Leverrier-Faddeev 


metodu uyarınca bulunuz. 


45 7 
3 2 -I 
44 —-3 


Çözüm: A, A ve A,—A olduklarından, 


3 
Pı Y04-4424(-3)-3 


1 


bulunur. Şimdi Aş matrisini kurarsak, 


ıl 
gi 
lk ni 

l 
a 

Lı | 
om 
m di 


45 7 100 
A5-(3 2 -1)-(3)/0 1 0 
44 —3 001 


elde edilir. 


45 7 ı 5 7 47 43 —19 
An AA,-(3 2 -I 3 -1 -1)-(5 9 25 
44 —3 4 4 —6 4 4 42 
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bulunur. A, < A, eşitlendikten sonra P; ise bu matrisin köşegenlerini oluşturan elemanlar 
vasıtasıyla hesaplanır. 


e 4749442 
P, - 2) laik z 2 ER eğ) 
1 


bulunur. Tekrar Aş yi hesaplarsak, 


47 43 —19 100 -2 43 19 
A-/5 9 25 |-(49)(0 1 0)-( 5 -40 25 
44 4 001 4 4 —7 


elde edilir. A, ise 


45 7 -2 43 19 45 0 0 
A, -AA4,-|(3 2 -I 5 —40 25)-(0 45 0 
44 —3 Er 0 0 45 


bulunur ve son olarak P; hesaplanır. 


1 45 4 45 4 45 
Ps PU ŞE e m 
zı 


Bundan sonra katsayıların işaretleri değiştirilirse, P, - —3, Pp < —49 ve P, - —45 değerleri elde 
edilir. Karakteristik polinom, sonuç olarak, 


M3 —3A2 —- 49) —45-0 


şeklinde yazılır. Karakteristik polinomun kökleri özdeğerleri vereceğinden, polinomun köklerinini 
standart bir metodla hesaplarsak A, — —1, Az — —5 ve Aş — 9 bulunur. Tekrar A, matrisi 
hesaplanacak olursa, A, matrisinin bütün elemanlarının sıfır olduğu görülecektir. Böylece yapılan 
işleminde doğruluğu kontrol edilebilir. 


Program 10. Örnek 6 için hazırlanan BASIC Ana Program örneği. 


10 READ N 

16 DIM A(N,N) ,PP(N) ,B(N) ,G(N) 

20 FOR Isi TO N: FOR Jsi TO N: READ A(1,J): NEXT J,I 

26 GOSUB 100 

30CLS : PRINT "KARAKTERİSTİK POLINOM 
36 FOR Isi TO N: PRINT P(I); : PP(I)sP(1): NEXT I: PRINT : PRİNT 
38 IF (Ns2) THEN 45 

40 GOSUB 490 

45 GOSUB 712 

50 FOR Isi TO N: PP(1)sB(1): NEXT 1 

55 NsN-2 

60 IF (N>s3) THEN 40 

65 IF (N-2) THEN 45 

70 IF (Nsi) THEN PRINT "Xu; -B(1) 

7S DATA 3 

80 DATA 4,5,7,3,2,-1,4,4,-3 

85 END 
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Üç köşegenli matrislerde özel bir durum için özdeğerler analitik olarak hesaplanabilirler. Bu 
nedenle, bu gurup içine giren matrislerin özdeğerleri verilen formülden hesaplanmaları daha doğru” 
olur. 


N.nci mertebeden üç köşegenli matris 


a b 
ca b 
ea b 
e a b 
e a 


şeklinde veriliyorsa (burada a, b ve e'ler sabitlerdir ve b — e olamsı şartı yoktur), o zaman matrisin 
N tane özdeğeri, 


A za42becos (3 ı): iz 1(İN (8.58) 
ifadesinden i.nci özvektörün j.nci elemanınıda, 
ENİ ir i ; 
vu) . (5) sin (e) . #eiÇİN, jsjfi)N (8.59) 


ifadesinden hesaplanır. Bu formüllerin bilinmesi birçok karakteristik değer probleminin çözümünde 
oldukça faydalıdır. 


8.9 KARAKTERİSTİK DEĞER PROBLEMLERİ 


Karakteristik değer problemi, diferansiyel denklemi verilen sınır şartları altında sağlayan, özdeğer 
veya özdeğerlerin bulunması problemidir. Örneğin, y” 4 k?y — O diferasiyel denkleminde k bir 
bilinmeyen olmakla beraber diferansiyel denklemin sınır şartları bilinmekte (örneğin, y(0)-y(1)0) 
olsun. Denklemin bir çözümünün y(z) — 0 olduğu görülmektedir. Bu çözüme aşikar çözüm denir, 
ve bu çözümle biz genellikle ilgilenmeyiz. Fakat diferansiyel denklemin sıfırdan başka ve k değerine 
bağlı bir veya birden fazla çözümü vardır. Sınır şartlarını sağlayan k değer veya değerleri, ve bu k 
değelerine denk gelen çözüm vektörleri mevcuttur. İşte bu problemde k bir özdeğer ve diferansiyel 
denklemin çözümü de özvektördür. 


Bu problemi analitik olarak çözmek istiyelim. Diferansiyel denklemin homojen çözümünün 
ylz) —cıcoskz *egsinkz 
olduğu rahatlıkla bulunur. Özel çözümü ise yoktur. Sınır şartlarını incelersek, sol sınır şartından, 
y(0) cı cos0 #eşsin0—c, <0 
olduğu görülür. Şimdi de sağ sınır şartını incelersek, 
yi) <eşsink 0 
eşitliğinin sağlanabilmesi için k—n7,n-1,2,3,... değerlerini almalıdır. (Eğer ca — 0 alırsak, o 
zaman aşikar çözümü buluruz oysa biz aşikar çözüm dışındaki çözümleri aramaktayız.) Böylece, 


k nın birden fazla değer alabileceğini görmüş olduk. Dolayısıyla, k yı k, olarak indisli şekilde 
gösterebiliriz. 
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Şimdi de problemin nümerik çözümü ile ilgilenelim. Problemin çözümü sınır değer problemine 
benzemektedir. İlk önce fark denklemleri çıkartılır. (0,1) aralığını M eşit parçaya böldükten sonra 
türev yerine merkezi fark formülünü yazarsak, 


dı Du ti ” 
yiti — Zi yi YA Ey 0, ii )M (8.60) 


enel fark denklemini elde ederiz. Mamafih, yo — y(0) — 0 ve yu — y(1) - 0 olarak verildiğinden 
Gini uç noktalar bilinmekte) bilinmeyen sayımız (M — 1) dir. Denklem (8.60)'ı h? ile çarptıktan 
sonra fark denklemini ; — 1 için yazarsak, 


—2yı ty — —(kh) iyı 
elde ederiz. Aynı işlemi i — M — 1 için tekrarlarsak, bu kez 
YM-2 — 2yM—ı > —(kh) İyi 
bulunur. i — 2(1)(M — 2) noktaları için genel fark denklemi, 
Yi — Oy $ yy > —(kh) yk 


şeklinde yeniden düzenlenebilir. Görüldüğü üzere fark denklemleri (M — 1).nci mertebeden üç 
köşegenli bir matris oluşturup, problem 


—-2 1 yı yı 
1 -—-2 1 v 7 
1 —-2 1 
Ew lane) (8.61) 
 . i YM-2 YM-2 
i 2 YM-—I YM-—I 


TM Matrisi A ve çözüm vektörünü Y ile gösterir ve de A - —(kh)? alırsak, Denklem 
8.61), 
AY -AY 


matris denklemi şeklinde de yazılabilir. Buradan da problemin nasıl bir özdeğer problemine 
dönüştüğü görülmektedir. Ayrıca, matrisin elemanlarının sabit olduğuna dikkat edilecek olursa 
Kısım 8.8 de özdeğerler için verilen formülün uygulanabileceği farkedilir. Diğer bir değişle a — —2 
veb zc olduklarından, özdeğerler 


Mh 5—-242c0s(iz/M), i—1(1)(M—1) 


olarak bulunur. Bu formülden sadece A, ve Az'yi hesaplarsak, sırasıyla —0.0978869 ve —0.381966 
buluruz. Şimdi de k?'yi hesaplarsak, 


5 dı. —00978869 
1-4 - ayi es 


ve 
iğ -2 z Tip” — 38.1966 


bulunur. Yukarıda analitik çözümden bulduğumuz 4? değerleri ile karşılaştırırsak n — 1 için 
k? — 2 — 9.8696 ve k3 — (27)2 — 39.47864 oldukları görülür ki yaklaşık olarak aynı sonuçları elde 
ettik. Diğer özdeğerler için de aynı durumun söz konusu olduğu gösterilebilir. Burada özdeğerleri 
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yaklaşık olarak bulmamızın nedeni diferansiyel denklemde türev yerine koyduğumuz ve kesme 
hataları içeren fark formüllerinden kaynaklanmaktadır. Aralık sayısı arttırılarak hem özdeğerler 
hem de çözüm vektörleri daha hassas hesaplanabilir. 


ÖRNEK 7. Aşağıda verilen karakteritik değer problemini çözünüz. 


z fi ri *Ayz0 
y(0) - y(1) <0 


Çözüm: Bu örnekte de aynı bir önceki örnek gibi (0,1) aralığı M eşit parçaya bölünür. Daha 
sonra sınırda fonksiyon değerleri de bilindiklerinden (M — 1) bilinmeyen oluşur. Diferansiyel den- 
klemi türevler alındıktan sonra, 


(142)7y"42(14-2)y'4Ay0 (8.62) 
şeklinde yazmamız fark denklemlerinin türetilmesinde kolaylık sağlayacaktır. 
Şimdi fark denklemini aralık sınırları içindeki herhangi bir 2; için yazarsak, 

(1427) damn mom #(1 434) EE 4 Ay >0 (8.63) 
elde ederiz. r; — (14 2;)/h şaklinde yeni bir indisli değişkeni kolaylık olsun diye tanımladıktan ve 
ortak çarpanlar altında topladıktan sonra, fark denklemi 

rilri — yi — 2rlyi Aral # ri)yişı > Ayi (8.64) 


olarak elde edilir. Bir sonraki aşama sınır değerleri için fark denklemlerinin elde edilmesidir. Sol 
sınır için Denklem (8.64) te i — 1 alırsak, 


—2riyı #rillrı)ye > —Ayı 
ve sağ sınır için det - M — 1 alınmasıyla, 
TM—ıll—rM—ı)YM-2 — 2 YM—ı > -AYM—ı 


elde edilir. Bu son iki fark denklemde yo ve yu değerleri sıfır olduklarından yer almamaktadırlar. 
Orta noktalar için (i-2(1)M-2) Denklem (8.64) geçerlidir. Sistemimizi matris formunda ifade etmek 
ve gösterimde kolaylık sağlamak sağlamak için yeni değişkenler, yani b; — rr; — 1), di - —2r? ve 
Gi —r;(l 4 ri) tanımlayalım. Bu şartlar altında sistem 


dı a, yı yı 
b» da & ya ye 
b» da o aş »j. N Ya (8.65) 
İM-2 dM-23 4M-3 YM-2 YM-2 
İM-ı AM-ı YM-—ı YM-—I 


halini alır. M — 5 için sistem sayısal olarak incelendiğinde Denklem (8.65) teki üç köşegenli 


matrisin 
-72 42 0 0 
42 —98 56 0 
0 56 —128 72 
0 0 72 —162 
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olduğu görülür. Matris simetrik olmadığı için karakteristik polinomunu bularak özdeğerleri hesapla- 
mamaız gerekir. BASIC programı yardımıyla karakteristik polinom, 


N* 4 46003 4 6700842 4 3.44469 Xx 10“) 4 4.57228 x 107 —0 


olarak bulunur. Karekteristik polinomun kökleri 


Az > —230.08 , Ag < —138.3 
As -7153, Az -201 
olarak bulunur. 
ÖRNEK 8. Aşağıda verilen karakteristik değer problemini çözünüz. 
y”" 4 k2r2y —0 


y(0) yla) <0 


Çözüm: Burada da aynı şekilde |(0,7| aralığı M eşit parçaya bölündükten sonra diferansiyel 
denklemin fark denklemi yazılırsa, 
Bar İMAMLA çiy 0 
veya 
Yi-ı — Zi tyişı — —(kh)? zi yi 
elde edilir. Buarada 4 — 7/M olup A — —(kh)2 tanımlarsak (7; ih, £ — O(1)M olacaktır) 


-2 1 Yy 1; yn 
il di ve 73 Ye 
ı -—2 1 ys 13 ys 
ii, Ta NN i 
ı -2 1 YM-2 Sİ. YM-2 
YM—I Tı YM-ı 

veya 

AY -)1BY 


şeklinde bir özdeğer problemiyle karşılaşırız. Burada A matrisi simetrik ve B matrisi de köşegen 
matris olduğundan, Choleski parçalama metodunu uygulanarak özdeğer problemi, CZ—AZ for- 
munda özdeğer problemine dönüştürülebilir. Problemi M — 5 için çözersek bilinmeyen sayısı 4 
olur. Bu durum için matris sistemi Choleski parçalama metodunun uygulanmasıyla, 


—6.066058 o 1.266515 
1.266515 —1.266515 0.4221715 
0.4221715 —0.562895 0.2110857 
0.2110857 —0.3166286 


bulunur. Bu matris simetrik üç köşegenli olduğundan, doğrudan doğruya OL algoritmasının uyu- 
lanmasıyla, A özdeğerleri sırasıyla -5.452617, -1.173495, -0.466182, -0.1198024 bulunur. £2'nin, yani 
problemin gerçek özdeğerleri ise (başta yaptığımız tanımlamayı hatırlayacak olursak) 4? — —A/h? 
den hesaplanırlar. Bu değerlerin de hesaplanması sonucu £2 ler A ile aynı sırayla 13.8116, 2.9725, 
1.1808, ve 0.3034 olarak bulunur. 


G 
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ÖZET 


Bu bölümde simetrik matrislerin özdeğerleri ve özvektörlerinin hesaplanması için sıkça kul- 
lanılan metodlardan bazılarına değinilmiştir. Simetrik olmayan matrisler için de karakteristik 
polinomun bulunması ve çözümü önerilmektedir. Fakat matrisin boyutu arttıkça karakteristik 
polinom ile özdeğerlerin bulunması pratik olmamaktadır. Özdeğer problemleri genellikle karak- 
teristik değer problemlerinin çözümünde karşımıza çıkması nedeniyle bu problemlerde matrisler 
üç köşegenli olabilmekte ve özdeğerler özel durumlar için analitik olarak hesap edilebilmektedir. 
Özdeğerlerin analitik çözümü mümkün olduğu durumlarda nümerik tekniklere tercih edilmeleri 
gerekir. 


Öte taraftan, maksimum özdeğerler de çeşitli problemlerin analizlerinde gerekli olmaktadır. 
Bu problemlerden biri de SOR metodu ile bir denklem sisteminin çözümünde hesaplanması arzu 
edilen optimum hızlandırma parametresi için Jacobi iterasyon matrisinin maksimum özdeğeri 
oluşturmaktadır. Maksimum özdeğerin hesabında vazgeçilmez yegane metod Power metodudur. 


Özdeğer problemi AX—AX standart formunda değil ise, o zaman Choleski parçalama metodu 
vasıtasıyla standart özdeğer problemi formuna dönüştürülmelidir. 


PROBLEMLER 


8.1 Üç köşegenli simetrik olmayan bir matrisin maksimum özdeğerini hesaplayan bir BASIC pro- 
gramı yazınız. 
8.2 Herhangi bir A matrisinin en küçük özdeğerini hesaplayan bir BASIC programı yazınız. 


8.3 Aşağıdaki matrislerin özdeğer ve özvektörlerini Jacobi metodunu kullanarak bulunuz. 


8317 6 
34123 
(4 |1 138 6 
72871 
63618 
1543 
5926 
O l4271ı 
361 4 


8.4 Aşağıdaki matrislerin maksimum ve minimum özdeğerlerini Power metodu ile hesaplayınız. 


tit 
(a) (: 21) 
8 41 
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2713 —-1 8 
“saü 
71723 65 

Oz i2651 
SEE 
8 7 512 4 


8.5 Aşağıdaki matrisleri Householder metodu ile üç köşegenli matris formuna dönüştürünüz. 


3983 28 
95113 8 
818236 

“) İz ı>2651 
521 
885123 
Sü? 
24-132 

© |4 -1 3 11 6 
iü 711 
3 vi 4 


9 2 
241 
1 6 7 
(a) 782 
291 
1 5 
ı 2 
3 
PE 
0) i i 
-—2 6 5 
8 7 8 
8 15 


8.7 AX-)BX şeklinde verilen özdeğer problemlerini standard CZ—AZ şekline dönüştürdükten 
sonra çözünüz. 


s3 ı 34 3 
(97493 3 73 -2 
A-lsyeçl» B-İ|4 3 8 6 

3268 3 -26 16 
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1 2 4 3 38 3 1 6 
.İ209 1-3 Ko e 
“fitil li ) 

360 6 1 5 1 
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pm 
pa 


gm, 

İ— ai 

e 

» 

pa 

pa 
a 

Dm m © 

l 

© 


(6) y'409 -1)y-0, 120, yi) 0 
(6) sinzy” 4 coszy/ 4X7y-0, y(0)-0, y(r/4)-0 
(e) Maiy" #zy)—-7y-0, y(0)-0, y(2.5) 0 
(4) (2y')—-Xy>0, y(0)>4, y(2)-0 


(e) y”"4k272y—0, y(0)y(1) 0 
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EK-1: GAUSS-LEGENDRE KUADRATÜRLERİ 


— er or — 00000 00000 
0.00000 00000 j : 


za 070.3 


0000 000000 | 0.56888 8888 
0. 53846 93101 0. 47862 nn 
0.23692 68850 


0. 90617 ve 


i 0.46791 39345 
0. 66120 03804 0.36076 15730 
0.93246 95142 e 7 132 —— 


031370 00468 
0.22238 10344 
0. 10122 85362 


0.62668 24009 
0.79666 64774 
0.06028 98564 


0. 26926 67193 
0.21908 63625 
0.14945 13491 
0.06667 13443 


0.43339 53941 
0.67940 95682 
0.86506 33666 
0.97390 65286 


028160 35507 0.18260 34150 


0.45801 67776 0.16915 65193 
0.61787 62444 0.14959 59888 
0.75540 44083 0.12462 89712 
0.86563 12023 0.09515 85116 
0.94457 50230 0.06225 35239 


0.98940 09349 0. 02715 24094 


ber 29864 


022778 66611 


0.37370 60887 0.14209 61093 
0.51086 70019 0.13168 86384 
0.63605 36807 0.11819 45319 
0.74633 19064 0.10193 01198 
0.83911 69718 0.08327 67415 
0.91223 44282 0.06267 20483 
0.96397 19272 0.04060 14298 


0.99312 85991 0.01761 40071 
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EK-2: GAUSS-LAGUERRE KUADRATÜRLERİ 


U 1 556 

2.29428 03602 

6.28994 50829 
68 


174576 11011 
4.53662 02969 
y 30507 09123 


1 41340 30591 
3.59642 57710 
7.08581 00058 
12.64080 08442 


0.90370 17767 
2.25108 66298 
4.26670 01702 
7.04590 54023 
10.75851 60101 

15.74067 86412 

22.86313 17368 


0.61175 74845 
1.51261 02697 
2.83375 13377 
4.59922 76394 
6.84452 54531 
9.62131 68424 
13.00605 49933 
17.11685 51874 
22.15109 03793 
28.48796 72509 
37.09912 10444 


UT 009929 1 
2.78517 733569 E—01 
1.03892 565016 E—02 


867418 600488 E01 
3.88879 085150 E—02 
5.39204 705561 E-04 


3. 38866 811083 E—01 
7.59424 496817 E—02 
3.61175 867992 E—03 
2. 39699 123858 E—05 


4. 18786 780814 E—01 
1.75794 986637 E—01 
3.33434 922612 E—02 
2.79453 623523 E—03 
9.07650 877336 E—05 
8.48574 671627 E—07 
1. 04800 117487 E—09 


3. 77759 276873 E—01 
2.44082 011320 E—01 
9.04492 222117 E—02 
2.01023 811546 E—02 
2.66397 354187 E—03 
2.03231 592663 E—04 
8.36505 585682 E—06 
1.66849 387654 E—07 
1.34239 103052 E—09 
3.06160 163504 E—12 
8.14807 746743 E—16 
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EK-3: GAUSS-HERMITE KUADRATÜRLERİ 
sa 
| 2 | ovonocni | 886226025 
0.00000 00000 29006 4-00 
| 1.22474 48713 295408 97515 a 
0.52464 7623“ B.046 09000 
Gt 1.65068 01238 B.13128 35447 E-02 


i 0.00000 00000 9.45308 72048 E—01 
0.95857 24646 3.93619 32315 E—Ol 
2.02018 Zğ 1. mi — E— — 


0.4360 
1.33584 “0 1 57067 32032 E- ol 
ya 2002 49736 4. 53000 99055 5 E—03 


LD 37124 207802 59601 E 01 
1.98165 67566 170779 83007 E—02 
2.03063 74202 1.99604 07221 E-04 


1. 03661 08297 2. 40138 61108 E—01 
1.75668 36492 3.38743 94455 E—02 
2.53273 16742 1.34364 57467 E—03 
3.43615 91188 7. 64043 28552 E—06 


0. 82295 14491 2. 80647 45852 E-01 
1.38025 85391 8.38100 41398 E—02 
1.95178 79909 1.28803 11535 E—02 
2.54620 21578 9.32284 00862 E—04 
3.17699 91619 2.71186 00925 E—05 
3.86944 79048 2.32098 08448 E—07 
4.68873 89393 2.65480 74740 E—10 
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